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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

UM NOVO ALGORITMO AGREGAÇÃO TEMPORAL PARA RESOLVER
PROCESSOS DE DECISÃO MARKOVIANOS COM CUSTO MÉDIO

Rodrigo e Alvim Alexandre

Abril/2024

Orientador: Virgílio José Martins Ferreira Filho

Programa: Engenharia de Produção

Esta Tese apresenta e prova a convergência de uma nova classe de algoritmos ba-
seada em agregação temporal para resolver problemas de decisão Markovianos com
custo médio. Os novos algoritmos utilizam um novo esquema de particionamento
que divide o espaço de estados em múltiplos subconjuntos formados por estados de
fronteira e estados interiores. A união dos estados de fronteiras dos diversos sub-
conjuntos da partição gera um novo subconjunto, que compõe o espaço de estados
da cadeia de Markov embutida. Em uma primeira etapa, o algoritmo fixa uma
política ad-hoc para estados interiores e itera apenas nos estados de fronteira. Em
contrapartida, na segunda etapa, o algoritmo itera apenas nos estados interiores.
Uma das grandes vantagens da abordagem proposta é que o novo esquema de par-
ticionamento gera subconjuntos com propriedades de comunicação específicas que
permitem uma melhoria de política distribuída nos estados interiores; limitando,
assim, o esforço computacional. Foram implementadas e avaliadas diferentes estra-
tégias de melhoria de política utilizando a abordagem proposta para resolver dois
problemas: um problema de produção e estoque e outro de gestão de filas. Os resul-
tados são muito encorajadores, pois os algoritmos propostos convergiram até 60(20)
vezes mais rápido do que a iteração de política (valor) nos experimentos. Além dos
novos algoritmos, esta Tese apresenta um conjunto de mapas conceituais por meio
do qual será possível obter um panorama do estado da arte em processos de decisão
Markovianos.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

A NEW TIME AGGREGATION ALGORITHM TO SOLVER AVERAGE COST
MARKOV DECISION PROCESSES

Rodrigo e Alvim Alexandre

April/2024

Advisor: Virgílio José Martins Ferreira Filho

Department: Production Engineering

This work introduces and proves the convergence of a new class of algorithms
based on time aggregation to solve Markovian decision problems with average cost.
The new algorithms use a new partitioning scheme that divides the state space into
multiple subsets comprised of frontier states and interior states. The frontier states
give rise to a new subset that comprises the state space of the embedded Markov
chain. In the first step, the algorithm sets an ad-hoc policy for interior states and
iterates only on frontier states. In contrast, in the second step, the algorithm iterates
only on the interior states. One of the great advantages of the proposed approach
is that the new partitioning scheme generates subsets with specific communication
properties that allow a distributed policy improvement in the interior states, thus
limiting the computational effort. Different policy improvement strategies were im-
plemented and evaluated using the proposed approach to solve two problems: one is
a production and inventory problem and the other is a queue management problem.
The results are very encouraging, as the proposed algorithms converged up to 60(20)
times faster than the policy(value) iteration in the experiments. In addition to the
new algorithms, this work presents a set of conceptual maps that characterise the
state-of-the-art in Markovian decision processes.
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Capítulo 1

Introdução

As tomadas de decisões sequenciais sob incerteza estão presentes em uma grande
variedade de campos, tais como agendamento de cirurgias (SILVA e DE SOUZA,
2020), gestão de demanda (NUNES et al., 2009), controle de estoques (KARA e
DOGAN, 2018, SOARES et al., 2020), energia (HU et al., 2020, XUE et al., 2022),
logística (VOELKEL et al., 2020), alocação de recursos (YU et al., 2021, FOROO-
TANI et al., 2020), entre outros.

A programação dinâmica é uma ferramenta poderosa para resolver uma ampla
quantidade de problemas de tomada de decisões sequencias sob incerteza (PUTER-
MAN, 2005, RUST, 2019) utilizando processos de decisão de Markov (PDM). Alguns
exemplos de aplicações de programação dinâmica em tomadas de decisões sequenci-
ais podem ser encontrados em (SOARES et al., 2020, POWELL, 2007, BOUCHERIE
e VAN DIJK, 2017, ARRUDA et al., 2019a). Entretanto, apesar da sua ampla apli-
cabilidade, a programação dinâmica sofre com o fenômeno denominado maldição
da dimensionalidade. Trata-se da explosão no número de estados à medida que o
número de dimensões na variável de estado aumenta (POWELL, 2016).

Com o objetivo de mitigar este problema da maldição da dimensionalidade, di-
versos algoritmos têm sido desenvolvidos, tais como os algoritmos de programação
dinâmica aproximada, os algoritmos de aprendizado por reforço, os algoritmos de
agregação de estados e os algoritmos de agregação temporal. Os algoritmos de pro-
gramação dinâmica aproximada utilizam aproximações da função valor (e.g., HU
et al., 2020, JIANG e POWELL, 2015) ou modelos aproximados (e.g., ARRUDA
et al., 2013) para resolver um problema de decisão sequencial sob incerteza. A des-
vantagem destes algoritmos é que, de maneira geral, não encontram uma solução
exata, mas sim, aproximada. Em contrapartida, os algoritmos de aprendizado por
reforço (e.g., WATKINS, 1989, KAMANCHI et al., 2019, JOHN et al., 2020) simu-
lam a evolução do processo de Markov decorrente das ações tomadas no percurso
a fim de estimar a função valor e encontrar uma regra de decisão ótima. Contudo,
para estes algoritmos alcançarem uma boa solução, é preciso executar uma grande
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quantidade de simulações, o que torna o algoritmo menos eficiente computacional-
mente em relação aos demais. Já a agregação de estados (e.g., XUE et al., 2022),
por outro lado, divide, arbitrariamente, o espaço de estados em subconjuntos. Os
estados do mesmo subconjunto são combinados, formando estados agregados. Estes
estados agregados compõem o espaço de estados de um novo modelo com menor di-
mensionalidade. Contudo, este novo modelo não preserva a propriedade de Markov
(CAO et al., 2002) e, portanto, é uma aproximação do modelo original. Deste modo,
ao ser resolvido, a solução do modelo de menor dimensão pode ser utilizada como
uma aproximação para a solução do modelo original de maior dimensionalidade.

Introduzida em (CAO et al., 2002), a classe de algoritmos baseados em agregação
temporal particiona o espaço de estado em dois subconjuntos: um pequeno subcon-
junto de estados controláveis ou que são mais interessantes sob o ponto vista do
controle e outro subconjunto muito maior de estados não controláveis ou de pouco
interesse no problema (SUN et al., 2007, ARRUDA et al., 2017). As trajetórias que
saem e retornam ao subconjunto de interesse geram uma cadeia de Markov embu-
tida (embedded Markov chain), veja por exemplo CAO et al. (2002). Desse modo,
diferentemente dos algoritmos de agregação de estados, os algoritmos baseados em
agregação temporal reduzem o espaço de estados mantendo a propriedade marko-
viana (CAO et al., 2002). A agregação temporal atinge a solução ótima quando o
subconjunto de maior cardinalidade é composto por estados não controláveis. Caso
contrário, a abordagem alcançará uma solução sub-ótima, pois otimiza dentro de
uma região arbitrária do espaço de estados enquanto aplica uma política de controle
ad hoc fixa nos estados restantes.

Para garantir que uma política ótima sempre possa ser alcançada por meio da
agregação temporal, ARRUDA e FRAGOSO (2015) propuseram uma abordagem
em duas fases. A primeira fase busca uma política sub-ótima otimizando dentro de
um pequeno subconjunto F do espaço de estados S, enquanto seleciona uma política
ad hoc para todos os estados restantes em F c. A segunda fase usa as propriedades
da cadeia de Markov embutida para derivar a função valor em todos os estados
e encontrar uma política de controle aprimorada em F c, que se tornará a política
ad hoc fixa na próxima etapa. As duas fases são alternadas até a convergência.
A agregação temporal em duas fases, no entanto, requer a avaliação de trajetórias
saindo e voltando para o domínio embutido. Isso se torna computacionalmente
intensivo à medida que a cardinalidade do espaço de estados aumenta. Para aliviar
os cálculos, ARRUDA et al. (2019b) introduziram um esquema de particionamento
que divide o espaço de estados em um número finito, mas arbitrário de subconjuntos.
Contudo, a abordagem deles não leva em consideração o controle e, portanto, não é
capaz de encontrar uma política ótima, podendo ser utilizada apenas para encontrar
a distribuição estacionária de uma cadeia de Markov ou a função valor de uma
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política qualquer, i.e., para avaliar politicas de controle arbitrárias e pré-definidas.
Em face do exposto, o objetivo principal desta Tese de Doutorado é propor um

novo algoritmo de agregação temporal que faz uso de um novo esquema de particio-
namento que divide o espaço de estados em um número finito, mas arbitrário de sub-
conjuntos. Diferentemente do esquema de particionamento proposto por ARRUDA
et al. (2019b), o esquema de particionamento proposto nesta Tese permite embutir
um processo de decisão de Markov original em um processo de decisão semi-Markov
equivalente por meio de uma simples análise de absorção, aplicada, individualmente,
dentro de cada subconjunto da partição. Isso equivale a avaliar trajetórias de saída
dentro de cada subconjunto, o que implica um esforço computacional que depende
da cardinalidade do subconjunto em análise. Desse modo, é possível controlar e
limitar o esforço computacional geral, fornecendo maior flexibilidade e uma clara
melhoria em relação à agregação temporal em duas fases (ARRUDA e FRAGOSO,
2015), visto que este último algoritmo requer a avaliação de trajetórias interiores
que evoluem dentro de um subconjunto muito grande F c, cuja cardinalidade é fixa
e análoga à cardinalidade de todo o espaço do estados.

Utilizando o novo esquema de particionamento, esta Tese propõe um conjunto de
novos algoritmos de agregação temporal, cuja convergência para a solução ótima é
provada e validada. Esta Tese também demonstra como os novos algoritmos podem
ser combinados às abordagens de programação dinâmica aproximada ou aprendi-
zado por reforço, gerando um novo algoritmo aproximado para resolver problemas
de alta dimensionalidade com um menor tempo computacional. Os novos algoritmos
desenvolvidos foram utilizados para resolver dois problemas: um de produção e ges-
tão de estoque e outro de gestão de filas. Os resultados mostram que os algoritmos
propostos tendem a alcançar a vizinhança da solução ótima significativamente mais
rápido do que os algoritmos clássicos de programação dinâmica tais como Iteração
de Política, o Iteração de Valor e a abordagem original da Agregação Temporal Duas
Fases de (ARRUDA e FRAGOSO, 2015). Os resultados ilustram o potencial dos
novos algoritmos para lidar com problemas PDM de custo médio com maior dimensi-
onalidade. Estes utilizam um esquema de otimização distribuída pelos subconjuntos
que tira proveito de um método de particionamento cuidadosamente projetado, que
dá origem a propriedades de comunicação favoráveis. Tanto os algoritmos como o
método de particionamento de PDMs são inovações e contribuições do presente tra-
balho, conforme demonstrado na revisão sistemática da literatura exposta na Seção
2.10.

Além do objetivo principal, é objetivo secundário desta Tese de Doutorado cons-
truir um Mapa Conceitual da área de processos de decisão de Markov, de modo que
o leitor tenha clareza do estado da arte, bem como da inovação introduzida por este
trabalho.
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Por fim, esta Tese está organizada da seguinte maneira: O Capítulo 2 expõe uma
revisão da literatura acerca de processos de decisão Markovianos e os principais algo-
ritmos utilizados para resolvê-los, organizando-os em mapas conceituais ao final de
cada seção. Este capítulo também explicita as motivações desta Tese de Doutorado,
seu ineditismo e contribuições. Vale destacar que o Capítulo 2 contém duas revisões
sistemáticas da literatura. Na sua introdução, é apresentada uma revisão sistemá-
tica referente à utilização de mapas conceituais. Já na seção 2.10, é apresentada
uma revisão sistemática a cerca de algoritmos de agregação temporal. Cada revisão
da literatura comprova o ineditismo dos objetivos principal e secundário desta Tese:
a primeira comprova o pioneirismo do objetivo secundário, enquanto a segunda com-
prova a originalidade do objetivo principal. Em contrapartida, o Capítulo 3 explica
o novo esquema de particionamento e um novo conjunto de algoritmos exatos de-
senvolvidos, ao passo que os capítulos 4 e 5 descrevem os experimentos numéricos
e os resultados obtidos. O Capítulo 6 propõe um novo algoritmo aproximado para
resolver problemas de alta dimensionalidade. Por último, o Capítulo 7 conclui a
Tese e indica possíveis direções a serem seguidas em trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Revisão da Literatura com breve
descrição dos PDMs e algoritmos

O presente capítulo apresenta uma revisão do estado da arte em processos de
decisão markovianos. Inicialmente, a seção 2.1 trata do arcabouço teórico com base
nos trabalhos de PUTERMAN (2005) e SUTTON e BARTO (2018). Já nas seções
seguintes, será apresentada uma revisão dos principais algoritmos existentes para
resolver os problemas de decisão de Markov. Importa destacar que esta revisão da
literatura acerca dos algoritmos foi realizada a partir de buscas nas bases Scopus e
Web of Science. Inicialmente, estas buscas foram conduzidas a partir da análise das
referências em SUTTON e BARTO (2018) e nos artigos de programação dinâmica,
especialmente, os artigos sobre agregação temporal. Nesta etapa, foram identifica-
dos os artigos mais clássicos. Em seguida, novas buscas foram realizadas a fim de
identificar artigos mais recentes que tenham citado os artigos clássicos identificados
na etapa anterior. Vale destacar que estas duas etapas (análise das referências e
análise das citações) ocorreram de maneira iterativa.

Ao final de cada seção, os algoritmos mencionados serão dispostos em mapas
conceituais, elaborados utilizando o programa CMap Tools (CAÑAS et al., 2004).
Um mapa conceitual (NOVAK e CAÑAS, 2006) consiste, essencialmente, em um
gráfico com diversos conceitos envolvidos por círculos dispostos hierarquicamente e
conectados por arcos que contém palavras que indicam a relação entre os conceitos
(EPPLER, 2006, NOVAK e CAÑAS, 2008, BALIGA et al., 2021). Deste modo, os
mapas conceituais são ferramentas importantes para organizar e apresentar ideias
e conhecimento sobre um assunto específico (NOVAK e CAÑAS, 2008, EACHEM-
PATI et al., 2020, ISLAM et al., 2020), podendo ser utilizados por pesquisadores
para compreender uma determinada área de estudo (CONCEIÇÃO et al., 2017).

Neste trabalho, os mapas conceituais proporcionaram uma visão sistêmica dos
campos de conhecimento aqui estudados. Mais especificamente, os mapas concei-
tuais permitiram uma organização estruturada da diversidade de algoritmos atual-
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mente existentes para resolver problemas de decisão de Markov. Destarte, um dos
diferenciais desta Tese de Doutorado é que, a partir do conjunto de todos os mapas
conceituais apresentados nesta seção, será possível obter um panorama do estado
da arte em processos de decisão Markovianos. Adicionalmente, será possível obter
uma perspectiva do contexto em que a Tese de Doutorado está inserida, bem como
as suas motivações, seus objetivos, sua relevância e suas contribuições.

Destaca-se que no dia 28/10/2023 foram realizadas buscas nas bases Scopus e
Web of Science (WoS) a fim de verificar se algum mapa conceitual sobre processos de
decisão Markovianos já havia sido elaborado. As palavras-chave relacionadas foram
definidas após a leitura dos livros de PUTERMAN (2005), SUTTON e BARTO
(2018), POWELL (2007) e BERTSEKAS et al. (2000), bem como de artigos clássicos
e recentes. A estrutura desta revisão da literatura, bem como a quantidade de artigos
encontrados, podem ser visualizados na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Revisão de Literatura sobre Mapa Conceitual
Base Consulta Filtros Total de Artigos

Scopus

TITLE-ABS-KEY(("markov decision process*"OR
"reinforcement learning"OR "neuro-dynamic

programming"OR "dynamic programming") AND
("concept map"OR "mind map"OR "cognitive

map"OR "thinking map"OR "knowledge map"))

Nenhum 101

WoS

TS=(("markov decision process*"OR
"reinforcement learning"OR "neuro-dynamic

programming"OR "dynamic programming") AND
("concept map"OR "mind map"OR "cognitive

map"OR "thinking map"OR "knowledge map"))

Nenhum 66

Os resultados encontrados foram exportados para arquivos em formato BibTex
que foram, em seguida, importados para o R (R CORE TEAM, 2020). Utilizando a
função mergeDbSources do pacote Bibliometrix (ARIA e CUCCURULLO, 2017) os
resultados das bases foram agrupados e os artigos repetidos foram eliminados. Desse
modo, desconsiderando artigos repetidos, foram encontrados ao todo cento e vinte
e sete artigos. Dentre estes artigos, o que mais se aproxima do objetivo secundário
desta Tese é o trabalho de POMBO et al. (2017). A partir de uma revisão sistemá-
tica da literatura, que incluiu artigos publicados entre 2005 e 2015, POMBO et al.
(2017) elaboraram um mapa mental em que foram elencados uma série de métodos
de aprendizado de máquina que já foram utilizados para identificar a síndrome da
apneia do sono. Embora menos relacionado a esta Tese, vale mencionar também
o trabalho de NI e TANG (2023). Os autores realizaram uma análise bibliomé-
trica da literatura acerca do problema de roteamento de veículos a partir de artigos
encontrados na base Web Of Science com data de publicação entre 1959 e 2022.

Portanto, após uma análise dos resumos, dos títulos e das palavras-chave de todos
os cento e vinte e sete artigos artigos, bem como de uma leitura dinâmica de alguns,
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não foi identificado nenhum trabalho que tenha elaborado um mapa conceitual com
os algoritmos das áreas de conhecimento aqui estudadas. Vale destacar que na seção
2.10 é apresentada uma nova revisão sistemática acerca de algoritmos de agregação
temporal que comprova o ineditismo do objetivo principal, isto é, a originalidade do
método de particionamento e dos algoritmos propostos neste trabalho.

Por último, importa mencionar que as subseções seguintes estão estruturadas da
seguinte maneira:

• Primeiro, foi definido o Problema de Decisão Markoviano e detalhado 2 dos
principais algoritmos no contexto da programação dinâmica clássica, baseados
em modelos, propostos para solução desse problema, com forte conexão com
essa tese (Algoritmo de Iteração de Política e Algoritmo de Iteração de Valor).

• Em seguida foi estruturado, através de um mapa conceitual, as principais clas-
ses de algoritmos propostos para solução de problemas de decisão Markoviano,
incluindo variações dos algoritmos de Iteração de Política e de Iteração de Va-
lor (classificados na classe dos algorítimos de programação dinâmica clássica).

• Nas subseções subsequentes foram detalhadas cada classe dos algoritmos.

2.1 Processos de Decisão Markovianos

Os processos de decisão markovianos (PDM) são caracterizados por tomadas
de decisões sequenciais ao longo de um horizonte de tempo pré-determinado, que
pode ser infinito. Seja S o conjunto de estados possíveis de serem ocupados por
um sistema. Seja A(s) o conjunto de ações possíveis de serem tomadas no estado
s ∈ S e considere A := {A(s), i ∈ S}. Assim, em um PDM, um tomador de
decisão (ou agente), em cada instante de tempo t > 0, t ∈ N, observa o estado
ocupado pelo sistema (Xt = s, s ∈ S). De posse dessa informação, o tomador de
decisão escolhe uma ação a ∈ A(s). A escolha desta ação implicará na incidência
imediata de uma recompensa ou de um custo e o sistema evoluirá no instante de
tempo seguinte para um novo estado (Xt+1 = s′, s′ ∈ S), de acordo com uma
distribuição de probabilidade p(s′|s, a), que é funcção do estado atual do sistema e
da ação escolhida no instante da tomada de decisão (PUTERMAN, 2005, SUTTON
e BARTO, 2018). A Figura 2.1 ilustra um processo de decisão de Markov em que os
arcos e setas representam todas as transições que podem ocorrer com probabilidade
positiva, de acordo com alguma ação tomada.
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Figura 2.1: Um exemplo de processo de decisão Markoviano.

Seja L : S → A uma política estacionária markoviana válida para todo o espaço
de estado S. Portanto, L é uma função que especifica uma mesma ação a ∈ A(s)

a ser tomada sempre que o sistema visite o estado s ∈ S, independente do trajeto
percorrido pelo sistema até chegar ao estado s. Sendo L o conjunto de todas as
políticas estacionárias markovianas, um problema de decisão de Markov consiste em
escolher, antes do primeiro instante de tomada de decisão, uma política L∗ ∈ L que
maximiza uma determinada função da sequência de recompensas aleatórias a serem
aferidas ou minimiza uma determinada função da sequência de custos aleatórios a
serem incorridos (PUTERMAN, 2005).

Seja υLλ (s) ∈ V , tal que V : S → R seja o espaço de mapeamanetos de S para o
conjunto de números reais, e o parâmetro 0 < λ < 1 seja um fator de desconto que
será especificao no decorrer desta sessão. Seja também f : S × A → R+ a função
de custo instantâneo, com f(s, a) denotando o custo incorrido ao selecionar a ação
a ∈ A(s) no estado s ∈ S, sendo R+ o conjunto de números reais não negativos. O
custo descontado esperado, ao começar no estado s ∈ S e seguir uma política L ∈ L,
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é definido como:

υLλ (s) = EL

[
∞∑
t=0

λtf(Xt,L(Xt))

∣∣∣∣∣St = s

]
, ∀s ∈ S, (2.1)

em que EL[·] denota o valor esperado de uma variável aleatória dado que o tomador

de decisão segue a política L ∈ L e o parâmetro λ é uma taxa de desconto, tal
que 0 ≤ λ ≤ 1. A equação (2.1) pode ser reescrita de forma recursiva da seguinte
maneira:

υLλ (s) = f(s, a) + λ
∑
s′∈S

p(s′|s, a)υLλ (s′), ∀s ∈ S. (2.2)

A equação (2.2) é denominada Equação de Bellman e relaciona o valor do estado
atual com os valores dos estados sucessores. Resolver o problema de decisão mar-
koviano consiste em encontrar uma política ótima, isto é, encontrar uma política
L∗ ∈ L tal que:

υL
∗

λ (s) ≥ υLλ (s), ∀s ∈ S, L ∈ L. (2.3)

Em modelos descontados, o valor do processo de decisão de Markov é definido como:

υ∗λ(s) ≡ max
L∈L

υLλ , (2.4)

em que υ∗λ(s) é denominada função-valor ótima. É possível reescrever a equação

(2.4) como:

υ∗λ(s) = max
a∈A(s)

{
f(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)υLλ (s′)

}
. (2.5)

Desse modo, para uma política ótima L∗ ∈ L:

υL
∗

λ (s) = υ∗λ(s), ∀s ∈ S. (2.6)

Cada equação no sistema de equações (2.5) é uma equação de otimalidade de
Bellman. A solução do sistema de equações (2.5) poder ser encontrada por um
conjunto de métodos que compreendem uma classe de algoritmos aqui denominada
Programação Dinâmica Clássica a ser mais detalhada na Seção 2.3. Estes métodos
são considerados como baseados em modelo (model-based) visto que exigem que a
dinâmica do processo de decisão markoviano, estabelecida por p(s′|s, a), seja conhe-
cida (SUTTON e BARTO, 2018).

Dentre os algoritmos de programação dinâmica clássica, destaca-se a Iteração de
Política (PUTERMAN, 2005, SUTTON e BARTO, 2018), detalhada no Algoritmo 1.
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A Iteração de Política (Policy Iteration) é um algoritmo iterativo composto por duas
etapas que se alternam até a convergência. Uma das etapas é denominada Avaliação
de Política (Policy Evaluation) e corresponde ao passo 4 do Algoritmo 1. Esta
etapa consiste em um processo iterativo para resolver a equação (2.2) e encontrar
υLλ (s) para todo s ∈ S. A Avaliação de Política busca, portanto, calcular o retorno
descontado esperado de uma política L ∈ L para todo estado s ∈ S. A segunda etapa
é denominada Melhoria de Política (Policy Improvement) e corresponde ao passo 9
do Algoritmo 1. Esta etapa consiste em utilizar a equação (2.5) para encontrar uma
política L′ ∈ L que seja melhor do que a política atual L. Conforme explicitado no
passo 11 do Algoritmo 1, a Iteração de Política converge quando não é mais possível
encontrar uma nova política L′ que seja melhor do que a política atual L.

Algoritmo 1 Iteração de Política
1: Escolha uma política inicial arbitrária L = d0, d0 ∈ L, um valor inicial arbitrário υ0

λ ∈ V e uma tolerância ε
2: n← 0
3: k ← 0
4: Para todo s ∈ S, calcule:

υk+1
λ (s) = f(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a)υkλ(s′) (2.7)

5: er ← maxs{υk+1
λ (s)− υkλ(s)}

6: if |er| ≥ ε then
7: k ← k + 1 e retornar para o passo 4
8: else
9: Escolha dn+1 que satisfaça:

dn+1 ∈ arg max
a∈A(s)

f(s, a) + λ
∑
s′∈S

p(s′|s, a)υkλ(s′)

 (2.8)

10: Se possível, escolha dn+1 = dn
11: if dn+1 = dn then
12: Pare e faça L∗ = dn
13: else
14: n← n+ 1 e retorne ao passo 3
15: end if
16: end if

Outro algoritmo de destaque em Programação Dinâmica Clássica é o algoritmo
de Iteração de Valor (PUTERMAN, 2005, SUTTON e BARTO, 2018), especificado
no Algoritmo 2. Primeiramente, escolhe-se um valor inicial arbitrário υ0 ∈ V e uma
tolerância ε. Em seguida, no passo 3 do Algoritmo 2, a equação de otimalidade
de Bellman é utilizada para encontrar uma nova função valor υn+1

λ melhor do que a
função valor atual υnλ . Este passo é repetido até a convergência, que ocorre quando a
diferença do custo descontado esperado estimado entre duas iterações consecutivas é
inferior a um limite pré-determinado ε, conforme explicitado no passo 5 do Algoritmo
2. Neste caso, é possível encontrar a política ótima que soluciona a equação do passo
8 do Algoritmo 2, dentro da tolerância especificada.

Comparativamente, cada iteração do algoritmo Iteração de Valor demanda menos
esforço computacional que uma iteração do algoritmo Iteração de Política, visto que
a primeira contém apenas uma única etapa. Contudo, a Iteração de Política utiliza
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Algoritmo 2 Iteração de Valor
1: Escolha um valor inicial arbitrário υ0 ∈ V e uma tolerância ε.
2: n← 0.
3: Para todo s ∈ S, calcule:

υn+1
λ (s) = max

a∈A(s)

f(s, a) + λ
∑
s′∈S

p(s′|s, a)υnλ(s′)

 (2.9)

4: er ← maxs{υnλ(s)− υn−1
λ (s)}

5: if |er| ≥ ε then
6: n← n+ 1 e retornar para o passo 3
7: else
8: Para todo s ∈ S, escolha:

L∗(s) = arg max
a∈A(s)

f(s, a) + λ
∑
s′∈S

p(s′|s, a)υnλ(s′)

 (2.10)

9: end if

menos iterações que a Iteração de Valor, uma vez que sua convergência é quadrática
e a convergência do algoritmo de iteração de valor é linear (PUTERMAN, 2005).
Adicionalmente, a Iteração de Política gera um valor exato para uma política sub-
ótima em qualquer iteração enquanto a Iteração de Valor produz apenas um valor
aproximado para as políticas, gerando um valor exato apenas no final, isto é, quando
o algoritmo converge e encontra a política ótima.

Embora clássicos, os algoritmos Iteração de Política e Iteração de Valor não
são aplicáveis em situações em que p(s′|s, a), seja desconhecido. Nestes casos, é
possível utilizar algoritmos considerados livres de modelo (model-free) que utilizam
Monte Carlo e Diferenças Temporais (SUTTON e BARTO, 2018). Estes serão mais
explorados nas seções 2.5 e 2.6, respectivamente.

Dentre os algoritmos de Diferença Temporal, destaca-se o Aprendizagem Q (Q-
learning), que utiliza uma função Q definida como (WATKINS, 1989):

QL(s, a) = EL

[
∞∑
t=0

λtf(Xt,L(Xt))

∣∣∣∣∣St = s, At = a

]
, ∀s ∈ S, a ∈ A(s). (2.11)

Assim, a função QL(s, a) corresponde ao valor de tomar uma ação a ∈ A(s) no

estado s ∈ S e seguir uma política L ∈ L em diante. A equação (2.11) pode ser
ainda reescrita da seguinte maneira:

QL(s, a) = f(s, a) + λ
∑
s′∈S

p(s′|s, a)υLλ (s′). (2.12)

Também é definida uma função Q-ótima como:

Q∗(s, a) ≡ max
L∈L

QL(s, a). (2.13)
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Portanto, a função Q-ótima corresponde ao retorno descontado esperado ao tomar

uma ação a ∈ A(s) no estado s ∈ S e seguir uma política ótima daí em diante.
Assim, a função valor e a função Q-ótima estão relacionadas da seguinte maneira:

υL
∗

λ (s) = max
a∈A(s)

QL
∗
(s, a). (2.14)

Em contrapartida, a equação de otimalidade de Bellman para a função Q pode ser

escrita como:

Q∗(s, a) = f(s, a) + λ
∑
s′∈S

p(s′|s, a) max
a′

Q(s′, a′). (2.15)

O Algoritmo 3 detalha os passos utilizados pela Aprendizagem Q para resolver um
processo de decisão Markoviano. Conforme, pode ser observado no Algoritmo 3, a
Aprendizagem Q utiliza os conceitos de episódio e estado terminal. Um episódio é
uma execução do processo de decisão de Markov e o estado terminal é um estado que,
quando é alcançado pelo sistema, o processo de decisão de Markov se reinicia. Desse
modo, em cada passo de um episódio, o tomador de decisão observa o estado atual
do sistema e escolhe uma ação de acordo com uma política estocástica, por exemplo,
uma política ε-gulosa. Em uma política ε-gulosa, na maior parte do tempo, a ação
que possui o maior valor estimado é escolhida, mas com probabilidade ε uma ação
não ótima é escolhida aleatoriamente. A partir da execução da ação escolhida, o
agente observa o novo estado do sistema e recebe, imediatamente, uma recompensa.
Em seguida, o valor de Q é atualizado a partir de uma taxa de aprendizagem α, de
acordo com a equação (2.16) do Algoritmo 3.

Algoritmo 3 Aprendizagem Q
1: Escolha um valor inicial arbitrário Q(s, a) para todo s ∈ S e a ∈ A(s) com exceção do estado terminal, em que

Q(terminal, a) = 0 para todo a ∈ A(terminal)

2: Escolha 0 < α ≤ 1 e um valor ε > 0

3: for each Episódio do
4: Escolha um estado s ∈ S
5: while s não é um estado terminal do
6: Escolha uma ação a ∈ A(s) utilizando uma política ε-gulosa
7: Execute a ação a escolhida na etapa anterior e observe r e s′ resultante
8: Calcule:

Q(s, a) = (1− α)Q(s, a) + α

[
rn + λmax

a′
Q(s′, a′)

]
(2.16)

9: s← s′

10: end while
11: end for

Até agora, para resolvermos um problema de decisão de Markov e encontrar
uma política ótima, utilizamos o custo descontado esperado. Contudo, conforme
destacado em (PUTERMAN, 2005), em problemas com taxa de desconto muito
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próximas de 1, como é o caso de situações em que a tomada de decisão é frequente, ao
invés de utilizar o custo descontado, o decisor pode optar por comparar as políticas
utilizando o custo médio de longo prazo dado por:

ηL = lim
N→∞

1

N

N∑
t=0

f(Xt,L(Xt)), (2.17)

em que f(Xt,L(Xt)) é a função de custo instantâneo, denotando o custo incorrido
ao seguir a política L quando o processo se encontra em um estado Xt no instante
de tempo t. Neste caso, o tomador de decisão busca uma política ótima estacionária
L∗ ∈ L tal que:

η∗ = ηL
∗ ≤ ηL, ∀L ∈ L. (2.18)

Vale destacar que, a exemplo de CAO et al. (2002), nesta Tese, assumiremos que
a cadeia de Markov é ergódica sob qualquer política viável L ∈ L. Em uma cadeia
ergódica, é possível ir de qualquer estado para qualquer estado em tempo finito e o
custo médio de longo prazo independe do estado inicial (BRÉMAUD, 1999).

A Eq. (2.18) pode ser resolvida por meio do algoritmo Iteração de Valor Relativo
(IVR) clássico (e.g., PUTERMAN, 2005). O algoritmo de Iteração de Valor Relativo
começa com uma solução inicial arbitrária υ0 ∈ V . A cada iteração, o sistema de
equações (2.19) e (2.20) do Algoritmo 4 é resolvido e a função valor υ é atualizada.
O algoritmo converge quando a diferença entre os valores máximo e mínimo de υ é
inferior a um limite pré-determinado ε, conforme explicitado no passo 6 do Algoritmo
4.

Algoritmo 4 Iteração de Valor Relativo
1: Escolha um valor inicial arbitrário υ0 ∈ V, um estado qualquer de referência s∗ ∈ S e uma tolerância ε.
2: n← 0.
3: Para todo s ∈ S, calcule:

Tυn(s) = max
a∈A(s)

f(s, a) +
∑
s′∈S

p(s′|s, a)υn(s′)

 (2.19)

4: Para todo s ∈ S, calcule:
υn+1(s) = Tυn(s)− Tυn(s∗) (2.20)

5: er ← maxs υn(s)−mins υn(s)
6: if |er| ≥ ε then
7: n← n+ 1 e retorne ao passo 3
8: else
9: υ∗ ← υn

10: η∗ ← Tυ∗(s∗)
11: Para todo s ∈ S, escolha:

L∗(s) = arg max
a∈A(s)

{Tυ∗(s)} (2.21)

12: end if

Além dos algoritmos Iteração de Política, Iteração de Valor, Aprendizagem Q
e Iteração de Valor Relativo, outros algoritmos podem ser utilizados para resolver
PDMs e serão explicitados nas próximas seções.
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2.2 Algoritmos para resolver PDM

Neste trabalho, os principais algoritmos que, atualmente, existem para resolver os
problemas de decisão markovianos foram organizados em classes, que estão expostas
na figura 2.2.

Figura 2.2: Classe de algoritmos que resolvem PDMs

Nas seções seguintes serão explicitadas as motivações, vantagens e desvantagens
de cada uma dessas classes. Serão também elencados e explicados os principais
algoritmos que as compõem. Inicialmente, na seção 2.3, será apresentada a classe
de algoritmos aqui denominada Programação Dinâmica Clássica, que compreende
os algoritmos Iteracão de Politica e Iteracão de Valor e suas respectivas extensões.

2.3 Programação Dinâmica Clássica: Algumas va-

riações

Além dos algoritmos Iteração de Política e Iteração de Valor detalhados na seção
anterior, a Programação Dinâmica Clássica compreende ainda outros algoritmos que
consistem em meras variações. Alguns exemplos dessas variações são: Iteração de
Política Modificada (PUTERMAN, 2005, PUTERMAN e SHIN, 1978), Iteração de
Valor Jacobi (PUTERMAN, 2005), Iteração de Valor Gauss-Seidel (PUTERMAN,
2005) e Excesso de Relaxamento Sucessivo (PUTERMAN, 2005, REETZ, 1973).
Na realidade, todas estas variações buscam ser mais eficientes computacionalmente
comparadas aos algoritmos Iteração de Política e Iteração de Valor.

O algoritmo Iteração de Política Modificada (Modified Policy Iteration), por
exemplo, não executa a etapa de Avaliação de Política até a convergência como no
passo 4 do Algoritmo 1. Mais especificamente, ao invés de definir uma tolerância ε
e executar a Avaliação de Política até que |er| seja menor do que a tolerância, na
Iteração de Política Modificada, a etapa de Avaliação de Política é executada uma
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quantidade pré-determinada de vezes, independente da tolerância ε, sendo, portanto,
obtido um valor aproximado para a política atual.

O algoritmo Iteração de Valor Jacobi (Jacobi Value Iteration), por outro lado,
substitui a Eq. (2.9) no Algoritmo 2 pela Eq. (2.22):

υn+1
λ (s) = (1− λp(s|s, a))−1 · max

a∈A(s)

f(s, a) + λ
∑
s′∈S
s′ 6=s

p(s′|s, a)υnλ(s′)

 . (2.22)

Em contrapartida, o Iteração de Valor Gauss-Seidel (Gauss-Seidel Value Itera-
tion) também utiliza outra equação para atualização da função valor no passo 3 do
Algoritmo 2. Seja um processo de decisão markoviano com espaço de estado S finito
de cardinalidade |S|. Seja i, j ∈ {1, 2, 3, ..., |S|}. A equação (2.9) do Iteração de
Valor pode ser reescrita da seguinte maneira:

υn+1
λ (sj) = max

a∈A(sj)

{
f(sj, a) + λ

∑
i

p(si|sj, a)υnλ(si)

}
. (2.23)

A Iteração de Valor Gauss-Seidel substitui a Eq. (2.9) ou Eq.(2.23), pela Eq.
(2.24):

υn+1
λ (sj) = max

a∈A(sj)

{
f(sj, a) + λ

[∑
i<j

p(si|sj, a)υn+1
λ (si) +

∑
i≥j

p(si|sj, a)υnλ(si)

]}
.

(2.24)
Diferente dos demais algoritmos supracitados, o algoritmo Excesso de Relaxa-

mento Sucessivo (Successive Over-relaxation) calcula a função valor da iteração atual
como uma combinação linear da função valor da iteração atual calculada pelo algo-
ritmo Iteração de Valor Gauss-Seidel e a função valor da iteração anterior.

Finalmente, importa destacar os algoritmos Iteração de Conjunto de Políticas
(CHANG, 2013) (Policy Set Iteration) e Iteração de Conjunto de Valores (Value
Set Iteration) (CHANG, 2014). Seja ∆n ∈ L um conjunto de políticas estacionárias
markovianas, sorteadas na iteração n de acordo com uma distribuição de proba-
bilidade qualquer. Na etapa de Avaliação de Política da Iteração de Conjunto de
Políticas, é calculado υLλ para todo L ∈ ∆n. Em contrapartida, na etapa de Melhoria
de Política, a Eq. (2.8) do Algoritmo 1 é substituída pela Eq. (2.25):

dn+1 ∈ arg max
a∈A(s)

{
f(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a) max
L∈∆n

υLλ (s′)

}
. (2.25)

Inspirado pela ideia do Iteração do Conjunto de Políticas, o algoritmo Iteração
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de Conjunto de Valores considera um conjunto de funções valor a cada iteração,
utilizando a Eq. (2.26) ao invés da Eq. (2.9) do Algoritmo 2:

υn+1
λ (s) = max

a∈A(s)

{
f(s, a) + λ

∑
s′∈S

p(s′|s, a) max

{
υnλ(s′), max

L∈∆n

υLλ (s′)

}}
. (2.26)

LEITE et al. (2020) estenderam o algoritmo Iteração do Conjunto de Políticas,
propondo uma modificação que mantém uma única função valor, mas que maximiza
a expressão do lado direito de (2.26) considerando apenas um subconjunto arbitrário
das ações. Note que ao considerar um conjunto limitado de ações em cada estado, o
algoritmo explora todo o conjunto de políticas que podem ser geradas a partir das
combinações das ações consideradas em cada estado.

O mapa conceitual exposto na Figura 2.3 sumariza os algoritmos que compõem
a classe, aqui denominada de Programação Dinâmica Clássica.

Figura 2.3: Algoritmos de Programação Dinâmica Clássica
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2.4 Programação Dinâmica Assíncrona

Outra forma de resolver problemas de decisão de Markov é utilizando a classe
de algoritmos denominada Programação Dinâmica Assíncrona. Os algoritmos da
Programação Dinâmica Assíncrona utilizam a mesma Eq. (2.24) de Gauss-Seidel
para atualização da função valor dos estados. Contudo estes algoritmos utilizam um
método próprio para definir a ordem em que os estados tem sua função valor atuali-
zada. Para estes algoritmos, a ordem em que a função valor do estados é atualizada
influencia no tempo de convergência. Conforme o método utilizado, os algoritmos
da Programação Dinâmica Assíncrona podem ser divididos em 4 grupos. Cada um
desses 4 grupos tem seu algoritmo precursor que são: Varredura Priorizada (MO-
ORE e ATKESON, 1993), Programação Dinâmica em Tempo Real (BARTO et al.,
1995), LAO? (HANSEN e ZILBERSTEIN, 2001) e Iteração de Valor Topológica
(DAI e GOLDSMITH, 2007a, DAI et al., 2011).

O Varredura Priorizada (Prioritized Sweeping - PS) (MOORE e ATKESON,
1993) e suas variações utilizam uma função matemática para criar uma fila de pri-
orização de estados de modo que os estados no topo da fila tem sua função valor
atualizada primeiro. Algumas extensões do Varredura Priorizada são: Programa-
ção Dinâmica Focada (FERGUSON e STENTZ, 2004), Iteração de Valor Priorizada
(WINGATE et al., 2005), Melhoria da Iteração de Valor Priorizada (DE GUADA-
LUPE GARCIA-HERNANDEZ et al., 2012), Iteração de Valor com base no Tempo
Médio de Primeira Passagem (DEBNATH et al., 2018) e os algoritmos desenvolvidos
por MOHAGHEGHI et al. (2020). Estes algoritmos se diferenciam essencialmente
com relação à função matemática utilizada para ordenar a fila de prioridades. O
PS, por exemplo, utiliza o erro de Bellman para ordenar os estados na fila, sendo o
erro de Bellman dado por:

B(s) = υn+1
λ (s)− υnλ(s). (2.27)

Outro conjunto de algoritmos tem como precursor o algoritmo Programação Di-
nâmica em Tempo Real (Real-Time Dynamic Programming - RTDP) (BARTO et al.,
1995). No RTDP e suas variações, a ordem em que os estados possuem seus valores
atualizados é a ordem em que eles são visitados em uma trajetória simulada ou real
(SUTTON e BARTO, 2018). No RTDP, por exemplo, o valor do estado corrente
é atualizado. Em seguida, o algoritmo escolhe a ação gulosa e simula a transição
para um estado seguinte por meio das probabilidades de transição. Assim, o valor
do novo estado é atualizado e a simulação prossegue até que um estado terminal
seja visitado. Se a cadeia de Markov for ergódica ou se um estado inicial diferente
puder ser escolhido a cada nova simulação, a convergência é garantida (BARTO
et al., 1995). Contudo, realizar simulações do processo de decisão Markoviano im-
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põe um esforço computacional adicional em relação aos algoritmos da Programação
Dinâmica Clássica.

Algumas variações do algoritmo RTDP são: Programação Dinâmica em Tempo
Real Rotulada (Labeled Real-Time Dynamic Programming - Labeled RTDP ou
LRTDP) (BONET e GEFFNER, 2003a), Programação Dinâmica em Tempo Real Li-
mitada (Bounded Real-Time Dynamic Programming - Bounded RTDP ou BRTDP)
(MCMAHAN et al., 2005), Programação Dinâmica em Tempo Real Focalizada (Fo-
cused Real-Time Dynamic Programming - FRTDP) (SMITH e SIMMONS, 2006) e
Programação Dinâmica em Tempo Real Incremental Limitada (Bounded Incremen-
tal Real-Time Dynamic Programming - BIRTDP). Estes algoritmos se diferenciam
com relação ao critério de parada e reinício da simulação ou com relação ao modo
como a ação gulosa é escolhida. No LRTDP, por exemplo, a simulação é interrom-
pida e reiniciada quando o estado visitado possui um valor que já tenha convergido
satisfatoriamente, independentemente se o estado é terminal ou não. Já no BRTDP
a ação gulosa é escolhida com base em um limite inferior calculado para a função
valor ótima. Em contrapartida, no FRTDP, a ação gulosa é escolhida com base em
um limite superior calculado para a função valor ótima.

Além dos algoritmos supracitados, vale destacar nesta seção os algoritmos de
buscas heurísticas, como o LAO? (HANSEN e ZILBERSTEIN, 2001) e HDP (BO-
NET e GEFFNER, 2003b). O algoritmo HDP realiza uma busca em profundidade
no espaço de estados do MDP à medida que atualiza a função valor dos estados
que visita e os rotula como resolvidos ou não resolvidos. Um estado é considerado
resolvido pelo algoritmo quando seu resíduo de Bellman e de todos os seus esta-
dos sucessores sob uma política gulosa são menores do que um determinado limite.
Um estado rotulado como resolvido não tem mais seu valor atualizado. Assim, o
algoritmo termina quando todos os estados são considerados como resolvidos, isto
é, quando o erro de Bellman de todos os estados for menor do que um determinado
limite.

O algoritmo LAO? é derivado dos algoritmos A? (HART et al., 1968, EDEL-
KAMP e SCHRODL, 2011) e AO? (EDELKAMP e SCHRODL, 2011, NILSSON,
1982). O algoritmo A? resolve problemas determinísticos e o algoritmo AO? resolve
problemas estocásticos em que um processo não pode retornar para um estado já
visitado. O LAO? resolve problemas de caminho mínimo estocástico mais gerais em
que é permitido regressar a qualquer estado anteriormente visitado. Este algoritmo
é caracterizado pela construção de um grafo cujos nós correspondem aos estados do
processo de decisão markoviano. A construção do grafo se inicia pela estado inicial
do MDP. A cada iteração, o algoritmo expande um nó não terminal, adicionando
os seus respectivos estados sucessores. O nó folha que será expandido é escolhido
utilizando uma heurística. Em seguida, o algoritmo aplica o iteração de política ou
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iteração de valor para atualizar o valor do estado expandido, bem como o valor de to-
dos os estados antecessores por meio do qual é possível alcançar o estado expandido
utilizando a política gulosa. Uma desvantagem destes algoritmos é que expandir o
grafo referente ao processo de decisão markoviano impõe um esforço computacional
adicional em relação aos algoritmos da Programação Dinâmica Clássica.

Algumas extensões do algoritmo LAO? são: ILAO? (HANSEN e ZILBERSTEIN,
2001), LAO? Biderecional (BLAO?) (BHUMA, 2004), LAO? Reverso (RLAO?) (DAI
e GOLDSMITH, 2006) e o Multi-thread BLAO? (MBLAO?) (DAI e GOLDSMITH,
2007b). Estes algoritmos se diferenciam, basicamente, pela maneira como o grafo é
expandido. No ILAO?, por exemplo, a cada iteração, todos os nós folha do grafo são
expandidos ao invés de expandir apenas um único nó como no LAO?. Já no BLAO?,
a expansão do grafo é realizada tanto a partir do estado inicial quanto a partir
do estado terminal e de maneira paralela. Em contrapartida, no RLAO?, o grafo
é expandido apenas a partir do estado terminal de modo que todos os estados que
transicionam para o estado folha são adicionados ao grafo. Por último, no MBLAO?,
a expansão do grafo pode ser realizada não só a partir do estado inicial e/ou estado
terminal, mas também a partir de outros estados intermediários.

Tanto os algoritmos relacionados ao PS quanto os algoritmos relacionados ao
RTDP e LAO? não levam em conta a estrutura da cadeia de Markov. Entretanto,
é claro que o valor de um estado s ∈ S depende do valor de seus estados sucesso-
res s′ ∈ S (DAI et al., 2011). Desse modo, esta dependência causal, sugere que,
normalmente, seja mais eficiente atualizar o valor dos estados sucessores s′ antes
de atualizar o valor do estado s (DAI et al., 2011). Esta é justamente a ideia do
algoritmo Iteração de Valor Topológica (Topological Value Iteration - TVI) (DAI e
GOLDSMITH, 2007a, DAI et al., 2011).

Considere o processo de decisão de Markov da Figura 2.4. No Iteração de Valor
Topológica, o PDM é dividido em componentes fortemente conectados. No exemplo
da Figura 2.4, o PDM é dividido em 3 componentes fortemente conectados: C1, C2

e C3. Em seguida, na ordem topológica encontrada, ele resolve cada componente
individualmente utilizando o Iteração de Valor (DAI et al., 2009). Assim, os estados
em C3 teriam sua função valor atualizada primeiro do que os estados em C2 e
C1. Por outro lado, os estados em C1 seriam os últimos a terem sua função valor
atualizada.

Algumas variações do TVI são: Iteração de Valor Topológica Focalizada (DAI
et al., 2011, 2009) e Iteração de Valor Hierárquica Acelerada (LARACH et al., 2017).
A diferença entre o Iteração de Valor Topológica Focalizada (Focused Topological Va-
lue Iteration - FTVI) e o TVI é que o primeiro elimina ações sub-ótimas antes de
encontrar os componentes fortemente conectados do PDM. O FTVI leva em consi-
deração que, embora algumas ações não façam parte da política ótima, elas geram
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Figura 2.4: Componentes Fortemente Conectados de um PDM

conexões entre vários estados e, consequentemente, provocam a formação de grandes
componentes conectados (DAI et al., 2011). Neste sentido, ao eliminar as políticas
sub-ótimas, o FTVI visa reduzir a dimensionalidade dos componentes conectados
do PDM, sendo, portanto, executado mais rápido que o TVI (DAI et al., 2009).
Em contrapartida, o algoritmo Iteração de Valor Hierárquica Acelerada (Accelera-
ted Hierarchical Value Iteration - AHVI), desenvolvido por LARACH et al. (2017),
utiliza um algoritmo diferente dos artigos anteriores para encontrar os componentes
fortemente conectados do PDM.

Conforme destacado por DIBANGOYE et al. (2008), identificar os componentes
fortemente conectados para estabelecer a ordem em que os estados devem ser atu-
alizados diminui a quantidade de iterações necessárias para encontrar uma política
ótima. Por outro lado, esta etapa de identificação dos componentes fortemente co-
nectadas impõe um esforço computacional adicional em relação aos algoritmos da
Programação Dinâmica Clássica. Além disso, quando todos os estados do problema
formam juntos um único componente fortemente conectado, a Iteração de Valor
Topológica apresentará uma performance esperada equivalente à Iteração de Valor
tradicional.

Por último, DIBANGOYE et al. (2008) destaca que o TVI e suas extensões iden-
tificam a ordem em que os componentes fortemente conectados devem ser atualiza-
dos, mas não diferencia os estados dentro do mesmo componente. Como explicado
por DIBANGOYE et al. (2008), seja um estado s′′ sucessor do estado s′, que é, por
sua vez, sucessor do estado s. Portanto, υ(s) é mais dependente de υ(s′) do que
υ(s′′). Isto significa que o nível de dependência entre s e s′ é maior do que entre s
e s′′. De fato, o efeito de uma atualização de υ(s′) em υ(s) será sentido após uma
única iteração enquanto o efeito de υ(s′′) necessitará de 2 iterações. Por este motivo,
desejamos atualizar o valor de s′′ primeiro, depois o valor de s′ e, por último, o valor
de s. Inspirado por este fato, DIBANGOYE et al. (2008) desenvolveu o algoritmo
Iteração de Valor Topológica Incrementada (Improved Topological Value Iteration -
iTVI) (DIBANGOYE et al., 2008). O iTVI divide o espaço de estados em grupos
de acordo com nível de iterações mínimo necessário para que uma atualização da
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função valor de um estado tenha efeito sobre a função valor do estado inicial. Além
disso, a ordem de atualização da função valor dos estados é estabelecida por este
nível de iteração mínimo necessário.

Finalizando esta seção, vale destacar alguns pontos. Primeiro, embora estes
algoritmos buscam atualizar a função valor dos estados em uma ordem tal que a
quantidade de iterações necessárias para encontrar uma política ótima seja menor
do que nos algoritmos da Programação Dinâmica Clássica, eles impõem um esforço
computacional adicional ao utilizar simulações e heurísticas. Além disso, como cada
grupo de algoritmos utiliza um método diferente que envolve simulações ou heurís-
ticas para definir uma ordem de atualização da função valor dos estados, não existe
uma superioridade absoluta de um algoritmo específico, isto é, não existe um al-
goritmo que tenha desempenho superior em todos os problemas, conforme relatado
nos resultados dos experimentos descritos nos artigos citados nesta seção.

O mapa conceitual da Figura 2.5 evidencia as relações entre os algoritmos da
Programação Dinâmica Assíncrona.

Figura 2.5: Algoritmos de Programação Dinâmica Assíncrona

2.5 Simulação de Monte Carlo

Além dos algoritmos da Programação Dinâmica Clássica e os algoritmos da
Programação Dinâmica Assíncrona, existem algoritmos baseados em simulação de
Monte Carlo. Estes últimos, diferente dos primeiros, não exigem conhecer a dis-
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tribuição de probabilidade de todas as possíveis transições de estados SUTTON e
BARTO (2018).

Em essência, os algoritmos que utilizam simulação de Monte Carlo buscam esti-
mar a função Q da Eq. (2.11) simulando inúmeras vezes a evolução de um processo
de decisão Markoviano até um estado terminal (SUTTON e BARTO, 2018). Desse
modo, estes algoritmos estimam a função Q da Eq. (2.11) calculando a média dos
retornos observados nas simulações depois das visitas ao estado s ∈ S, tendo esco-
lhido uma ação a ∈ A(s) e seguindo uma política L ∈ L em diante. Pela Lei dos
Grandes Números, à medida que mais retornos sejam observados, a média deverá
convergir para o valor esperado (SUTTON e BARTO, 2018).

Evidentemente, para encontrar uma política ótima, estes algoritmos precisam
estimar o valor de todas as ações a ∈ A(s) para todos os estados s ∈ S e, portanto,
é preciso garantir que todos os pares estados-ação sejam visitados um número infinito
de vezes em um número infinito de simulações. Uma maneira de garantir uma maior
cobertura dos pares estado-ação disponíveis é utilizando políticas estocásticas com
uma probabilidade não-nula de selecionar todas as ações a ∈ A(s) em todos os
estados s ∈ S (SUTTON e BARTO, 2018). Um exemplo de política estocástica é a
política ε-gulosa. Em uma política ε-gulosa, na maior parte do tempo, a ação que
possui o maior valor estimado é escolhida, mas com probabilidade ε uma ação não
ótima é escolhida aleatoriamente.

A desvantagem dos algoritmos que utilizam simulação de Monte Carlo está na
necessidade de simular o processo de Markov até alcançar um estado terminal, que
em alguns casos pode demorar bastante. Em outros casos, pode nem existir um es-
tado terminal e a simulação de Monte Carlo terá quer ser terminada arbitrariamente.
Além disso, se o espaço de estados ou espaço de ações for muito grande, será ne-
cessário realizar muitas simulações para que o algoritmo convirja satisfatoriamente,
tornando a convergência destes algoritmos mais lenta que os algoritmos da Progra-
mação Dinâmica Clássica, Programação Dinâmica Assíncrona e Aprendizagem por
Diferença Temporal.

2.6 Aprendizagem por Diferença Temporal

Assim como os algoritmos baseados em Monte Carlo, os algoritmos de Aprendiza-
gem por Diferença Temporal utilizam simulações do processo de decisão Markoviano
para estimar a função valor de um estado e por isso não exigem conhecimento da
distribuição de probabilidade de todas as possíveis transições de estados (SUTTON
e BARTO, 2018). Entretanto, assim como os algoritmos da Programação Dinâmica
Clássica, eles estimam a função valor de um estado utilizando as estimativas da
função valor de seus estados sucessores (SUTTON e BARTO, 2018). A Tabela 2.2
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lista os principais algoritmos de Diferença Temporal e suas respectivas referências.

Algoritmo Referência

Aprendizagem Q (WATKINS, 1989)

SARSA
(SUTTON e BARTO, 2018, RUMMERY e

NIRANJAN, 1994)
SARSA Esperado (SUTTON e BARTO, 2018)
Aprendizagem Q(λ) (PENG e WILLIAMS, 1994)

Aprendizagem Atrasada Q (STREHL et al., 2006)
Aprendizagem Duplo Q (HASSELT, 2010)
Aprendizagem Q Veloz (AZAR et al., 2011)

Aprendizagem Q Duplo Ponderado (ZHANG et al., 2017)
Aprendizagem Atrasada Duplo Q (ABED-ALGUNI e OTTOM, 2018)

Aprendizagem Q Zap
(DEVRAJ e MEYN, 2017a,b, DEVRAJ

et al., 2019)
Aprendizagem Q Zap e Deslize (HE et al., 2020)

Aprendizagem Q SOR (KAMANCHI et al., 2019)
Aprendizagem Generalizada Q Veloz (JOHN et al., 2020)

Tabela 2.2: Conjunto de algoritmos de Diferença Temporal

De certo modo, todos os algoritmos de Diferenças Temporais se assemelham ao
algoritmo Aprendizagem Q, diferenciando-se apenas em alguns aspectos a fim de
obter um melhor desempenho computacional. No SARSA, por exemplo, em vez de
se utilizar o valor da ação ótima no estado sucessor por meio do operador max na
Eq. (2.16), utiliza-se o valor de uma ação sorteada a partir de uma distribuição de
probabilidade definida sobre o espaço de ações. Mais especificamente, no SARSA,
escolhe-se uma ação a ser tomada no estado sucessor de acordo com uma política
estocástica, por exemplo, uma política ε-gulosa em que, na maior parte do tempo,
a ação que possui o maior valor estimado é escolhida, mas com probabilidade ε
uma ação não ótima é escolhida aleatoriamente. Assim, é o valor desta ação no
estado sucessor que é utilizado para atualizar o valor da ação no estado atual. Em
contrapartida, o SARSA Esperado (Expected SARSA) utiliza o valor esperado do
estado sucessor sob a política atual para atualizar o valor do estado corrente.

Sabe-se que em alguns modelos estocásticos, o algoritmo Aprendizagem Q não
apresenta bom desempenho, pois superestima o valor de ações, isto é, gera um viés
positivo no valor das ações uma vez que utiliza o operador máximo para determi-
nar o valor do próximo estado (HASSELT, 2010). Em outras palavras, o algoritmo
Aprendizagem Q apresenta um viés de maximização (SUTTON e BARTO, 2018).
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Para superar esta questão, HASSELT (2010) propôs o algoritmo Aprendizagem Du-
plo Q (Double Q-learning) em que são utilizadas duas funções Q e cada uma delas
é atualizada utilizando o valor da outra para o estado sucessor.

Entretanto, o algoritmo Aprendizagem Duplo Q subestima o valor das ações
(HASSELT, 2010). Desse modo, na tentativa de encontrar um equilíbrio entre a
superestimação do Aprendizagem Q e a subestimação do Aprendizagem Duplo Q,
ZHANG et al. (2017) propuseram o algoritmo Aprendizagem Q Duplo Ponderado
(Weighted Double Q-learning) que usa um estimador duplo ponderado. Em outras
palavras, este algoritmo utiliza duas funções Q e calcula uma média ponderada entre
elas.

Outra variação do algoritmo Aprendizagem Q é o algoritmo Aprendizagem Atra-
sada Q (Delayed Q-learning). A principal diferença entre os algoritmos é que, no
Aprendizagem Q, o valor do par estado-ação é atualizado sempre que o par é vi-
sitado, ao passo que no Aprendizagem Atrasada Q, o valor do par estado-ação é
atualizado após uma quantidade pré-determinada de visitas ao par. Entretanto, as-
sim como o Aprendizagem Q, o Aprendizagem Atrasada Q superestima o valor das
ações (ABED-ALGUNI e OTTOM, 2018). Assim, a fim de superar esta questão,
ABED-ALGUNI e OTTOM (2018) propuseram o algoritmo Aprendizagem Atrasada
Duplo Q (Double Delayed Q-learning) que consiste, essencialmente, na combinação
do algoritmo Aprendizagem Duplo Q com o Aprendizagem Atrasada Q.

Igualmente, a fim de obter uma convergência mais rápida que o Aprendizagem
Q, o algoritmo Aprendizagem Q Veloz usa duas estimativas sucessivas do valor da
função Q em cada passo do episódio. Em contrapartida, o algoritmo Aprendiza-
gem Q(λ) incorpora o conceito de rastreios de elegibilidade (eligibility traces) no
algoritmo Aprendizagem Q.

O Aprendizagem Q Zap (Zap Q-learning) introduz uma matriz de ganho no al-
goritmo Aprendizagem Q de maneira semelhante ao algoritmo de Newton-Raphson
estocástico, com o objetivo de melhorar a taxa de convergência do Aprendizagem Q.
No entanto, baixas taxas de aprendizado podem anular o benefício proporcionado
pela matriz de ganhos (HE et al., 2020). Neste sentido o algoritmo Aprendizagem
Q Zap e Deslize (Glide and Zap Q-learning) introduz outro parâmetro a fim de mi-
nimizar o efeito originado pelas baixas taxas de aprendizado. Já o Aprendizagem Q
SOR (SOR Q-learning) foi desenvolvido, essencialmente, a partir da combinação do
algoritmo Aprendizagem Q com a abordagem do algoritmo Excesso de Relaxamento
Sucessivo. De maneira semelhante, o algoritmo Aprendizagem Generalizada Q Ve-
loz (Generalized Speedy Q-learning) originou-se a partir da combinação do algoritmo
Aprendizagem Q Veloz com a abordagem do algoritmo Excesso de Relaxamento Su-
cessivo.

Por fim, os algoritmos de Diferença Temporal podem ser relacionados conforme
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o mapa conceitual da Figura 2.6

Figura 2.6: Algoritmos de Diferença Temporal

2.7 Programação Dinâmica Aproximada

Além de exigirem um modelo para o sistema, os algoritmos da Programação
Dinâmica Clássica exigem um crescimento exponencial no esforço computacional à
medida que cresce a dimensão do problema (BERTSEKAS et al., 2000). Esse cresci-
mento foi batizado como maldição da dimensionalidade. Neste contexto, POWELL
(2007) salienta que os modelos de Programação Dinâmica Aproximada podem ser
utilizados para resolver problemas que sofrem da maldição da dimensionalidade, es-
pecialmente problemas em que o espaço de estados é demasiado grande a ponto de
tornar inviável sua enumeração.

Os algoritmos baseados em aproximação de modelo fazem parte da Programa-
ção Dinâmica Aproximada. Estes algoritmos utilizam um PDM aproximado para
encontrar a política ótima. O algoritmo Iteração de Valor com Informação Parcial
(Partial Information Value Iteration) (ARRUDA et al., 2013), por exemplo, utiliza
um modelo aproximado gerado pelo truncamento das distribuições de probabilidades
de transição considerando uma tolerância predeterminada (ARRUDA et al., 2013).
A cada iteração, a tolerância diminui e o modelo é refinado até convergir para o
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modelo verdadeiro a uma taxa linear ótima que coincide com a taxa de convergência
do algoritmo Iteração de Valor original (ARRUDA et al., 2013).

Adicionalmente, fazem parte da Programação Dinâmica Aproximada os algorit-
mos baseados em Aproximação da Função Valor (Value-function Approximation).
Estes algoritmos utilizam modelos paramétricos e não paramétricos para estimar a
função valor. Neste sentido, conforme destacado por SUTTON e BARTO (2018),
a atualização do valor de um estado provoca uma atualização dos valores de outros
estados no mesmo instante. Alguns exemplos de algoritmos que utilizam Aproxi-
mação da Função Valor podem ser encontrados em CHEN et al. (2020) e DIDDIGI
et al. (2019).

O mapa conceitual da Figura 2.7 apresenta, resumidamente, os algoritmos rela-
cionados à Programação Dinâmica Aproximada.

Figura 2.7: Algoritmos de Programação Dinâmica Aproximada

2.8 Agregação de Estados

Outra classe de algoritmos comumente utilizada para resolver PDM com alta
dimensionalidade é a Agregação de Estados (State Aggregation). Estes algoritmos
visam reduzir o espaço de estados do problema ao combinar vários estados para
formar estados agregados. Estes estados agregados formam outro problema com um
espaço de estados menor, que pode ser resolvido pelos algoritmos da Programação
Dinâmica Clássica (BERTSEKAS et al., 2000). Assim, a função valor ótima dos
estados agregados pode ser utilizada como uma aproximação da função valor ótima
dos estados do problema de Markov original (CHEN et al., 2021, BERTSEKAS,
2022). Contudo, um ponto que merece destaque é o fato da agregação de estados
não preservar a propriedade markoviana. A propriedade de Markov diz respeito ao
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estado futuro de um sistema depender apenas do estado atual dele e não do seu
estado nos instantes anteriores.

Considere um problema de decisão de Markov com espaço de estados S =

{1, 2, · · · , n}. Seja pij(a) a probabilidade de transição do estado i ∈ S para o estado
j ∈ S quando o tomador de decisão escolhe a ação a ∈ A. Seja um conjunto finito
C de estados agregados cuja cardinalidade seja m, tal que m < n. Considere que os
estados agregados sejam representados pelas letras x e y, e os estados originais, pelas
letras i e j. Seja φjy ≥ 0 a probabilidade do estado original j pertencer ao estado
agregado y, tal que

∑
y∈C φjy = 1,∀j ∈ S. Seja também dxi ≥ 0 a probabilidade do

estado agregado x estar associado ao estado original i, tal que
∑n

i=1 dxi = 1,∀x ∈ C.
Assim, a probabilidade de transição do estado agregado x para o estado agregado y
quando o agente escolhe a ação a ∈ A é dada por (BERTSEKAS, 2022):

p̂xy(a) =
n∑
i=1

dxi ·
n∑
j=1

pij(a) · φjy. (2.28)

Repare que no cálculo de p̂xy(a), somente são levadas em consideração as tran-
sições em 1 passo. Contudo, um processo partindo de um estado qualquer i ∈ x,
pode passar antes por outro estado k ∈ x antes de alcançar um estado qualquer
j ∈ y, e a probabilidade disso acontecer não está sendo levada em conta na equação
(2.28). Desse modo, de maneira geral, p̂xy(a) não possui a propriedade de Markov,
e a função valor, υ̂(x), x ∈ C, encontrada para os estados da cadeia agregada por
meio dos algoritmos das seções anteriores é aproximada.

Contudo, KEMENY e SNELL (1976) apresentam uma condição necessária e
suficiente para que a propriedade de Markov seja preservada na agregação de estados:
uma cadeia de Markov agregada possui a propriedade de Markov se e somente se,
para cada par de subconjuntos (x, y), a probabilidade de transicionar de um estado
i ∈ S para o subconjunto y é a mesma para todo i ∈ x. Neste caso, não fará
diferença em qual estado i do subconjunto x o processo irá começar, a probabilidade
de alcançar o subconjunto y será a mesma, e a trajetória do processo dentro do
subconjunto x até alcançar o subconjunto y não irá importar. Nesta circunstância,
a probabilidade p̂xy(a) possuirá a propriedade de Markov e a solução encontrada
para os estados da cadeia agregada será exata. Entretanto, ainda assim, a solução
para os estados de fora da cadeia agregada será aproximada visto que a função
valor destes estados é calculada utilizando as probabilidades φjy da seguinte maneira
(BERTSEKAS, 2022):

υ̃(j) =
∑
y∈C

φjy · V̂ (y). (2.29)

Os algoritmos de agregação de estados se diferenciam pela forma como o espaço
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de estado da cadeia de Markov original é particionado. Por exemplo, os algoritmos
de agregação rígida de estados (Hard State Aggregation) (BERTSEKAS et al., 2000)
agregam os estados em subconjuntos disjuntos. Por outro lado, nos algoritmos de
agregação flexível de estados (Soft State Aggregation) (BERTSEKAS et al., 2000,
SINGH et al., 1994, DUAN et al., 2019), os estados da cadeia original podem per-
tencer a mais de um subconjunto da cadeia de Markov agregada (BERTSEKAS
et al., 2000). Em contrapartida, a agregação de estados por meio de redes grosseiras
(Coarse Grid State Aggregation), também denominada agregação por estados repre-
sentativos (aggregation by representative states) combina ideias da agregação rígida
de estados com a agregação flexível de estados (BERTSEKAS et al., 2000).

Adicionalmente, importa destacar os algoritmos de agregação hierárquica de esta-
dos (Hierarchical State Aggregation) (VOELKEL et al., 2020, POWELL, 2007, 2022)
e os algoritmos de agregação de estados baseados em características (Feature-based
State Aggregation) (BERTSEKAS, 2022, TSITSIKLIS e VAN ROY, 1996, BERTSE-
KAS, 2018). Esses algoritmos são considerados extensões dos algoritmos anteriores.
Os algoritmos de agregação hierárquica de estados, ao invés de utilizarem apenas um
nível de agregação, utilizam diversos níveis de agregação estruturados de maneira
hierárquica (POWELL, 2022). Em contrapartida, os algoritmos de agregação de es-
tados baseados em características (Feature-based State Aggregation) (BERTSEKAS,
2022, TSITSIKLIS e VAN ROY, 1996, BERTSEKAS, 2018) agrupam os estados com
características semelhantes em um mesmo subconjunto. Por último, vale mencionar
os algoritmos de agregação adaptativa de estados (CHEN et al., 2021, BERTSE-
KAS et al., 1989) em que os estados da cadeia de Markov original que pertencem
aos subconjuntos da cadeia de Markov agregada mudam a cada iteração.

O mapa conceitual da Figura 2.8 apresenta, resumidamente, os algoritmos rela-
cionados à Agregação de Estados.

2.9 Agregação Temporal

Por último, importa destacar uma classe de algoritmos denominada Agrega-
ção Temporal (Time Agregation), desenvolvida a partir do trabalho de CAO et al.
(2002). Diferente da Agregação de Estados, a Agregação Temporal visa reduzir o
espaço de estados do problema mantendo a propriedade markoviana (CAO et al.,
2002). Em síntese, na Agregação Temporal o espaço de estados é dividido em dois
subconjuntos disjuntos: um pequeno subconjunto F ∈ S de estados controláveis ou
que são mais interessantes sob o ponto vista do controle e outro subconjunto F c ∈ S
muito maior de estados não controláveis (SUN et al., 2007, ARRUDA et al., 2017).
As trajetórias que saem e retornam ao subconjunto de interesse F geram uma cadeia
de Markov embutida (CAO et al., 2002).
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Figura 2.8: Agregação de Estados

Para resolver problemas de decisão Markovianos de horizonte de tempo infinito
e com custo médio a partir de um processo de decisão semi-Markov (PDSM) com
espaço de estado reduzido gerado pela Agregação Temporal, CAO et al. (2002)
propõem o algoritmo Iteração de Política Agregada por Tempo (Time-Aggregated
Policy Iteration) (CAO et al., 2002) enquanto SUN et al. (2007) propõem o algoritmo
Iteração de Valor Incremental (Incremental Value Iteration) (SUN et al., 2007).

A título de exemplo, considere que um tomador de decisão tenha optado por
dividir o espaço de estado do processo de decisão markoviano da Figura 2.1 conforme
explicitado na Figura 2.9.
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Figura 2.9: Exemplo de particionamento do espaço de estado de um PDM.

Assim, de forma bem resumida, o algoritmo de CAO et al. (2002) aplica o Ite-
ração de Política Agregado por Tempo nos estados em cinza enquanto fixa uma
política ad-hoc para os estados em branco. Por outro lado, o algoritmo de SUN
et al. (2007) aplica o Iteração de Valor Incremental nos estados em cinza após fixar
uma política ad-hoc para os estados em branco. Neste caso, os algoritmos de CAO
et al. (2002) e SUN et al. (2007) atingem a solução ótima apenas quando o sub-
conjunto de maior cardinalidade (conjunto de estados em branco) é composto por
estados não controláveis. Caso contrário, eles alcançarão uma solução sub-ótima,
pois otimiza dentro de uma região arbitrária F do espaço de estados (estados em
cinza) enquanto aplica uma política de controle ad hoc fixa nos estados restantes
(estados em branco).

Utilizando uma abordagem diferente, ARRUDA e FRAGOSO (2009, 2011) pro-
põem utilizar a Agregação Temporal como um passo intermediário para resolver
problemas de decisão de Markov. Especificamente, em uma primeira etapa, eles
sugerem aplicar a técnica de Agregação Temporal proposta por CAO et al. (2002)
para encontrar um PDSM equivalente ao PDM original. Em seguida, eles propõem
aplicar a abordagem de PUTERMAN (2005) para transformar o PDSM equivalente
obtido na etapa anterior em um novo PDM com espaço de estado reduzido. Desse
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modo, é possível aplicar o algoritmo Iteração de Valor tradicional para resolver o
novo PDM cuja solução é a mesma do PDM original. Pela mesma razão que os
algoritmos de CAO et al. (2002) e SUN et al. (2007), a otimalidade do algoritmo de
ARRUDA e FRAGOSO (2009, 2011) somente é garantida quando o subconjunto de
maior cardinalidade for composto por estados não controláveis.

Para garantir que uma política ótima sempre possa ser encontrada em problemas
de horizonte de tempo infinito e custo médio utilizando a agregação temporal, AR-
RUDA e FRAGOSO (2015) propuseram o algoritmo Agregação Temporal em Duas
Etapas (Two Phase Time Aggregation). Na primeira etapa, é fixada uma política
ad-hoc para os estados em F c e aplica-se a Iteração de Política ou Iteração de Valor
nos estados em F . Na segunda etapa, a função valor de todos os estados é calculada
utilizando as propriedades da cadeia de Markov embutida. Assim, nesta etapa tam-
bém é possível encontrar uma política melhor para os estados em F c, que se tornará
a política ad-hoc fixa na próxima iteração. Estas etapas são aplicadas sucessiva e
alternadamente até a convergência.

Para exemplificar, considere, novamente, o processo de decisão Markoviano da
Figura 2.1 e o particionamento proposto na Figura 2.9. O algoritmo de ARRUDA e
FRAGOSO (2015), propõe, inicialmente, fixar uma política ad-hoc para os estados
em branco enquanto aplica Iteração de Política ou Iteração de Valor nos estados
em cinza, que formam o processo de decisão semi-Markov. Assim, o algoritmo deles
obtém uma nova política e uma nova função valor para estes estados. Após esta
primeira etapa, o algoritmo de ARRUDA e FRAGOSO (2015) aplica uma etapa
de melhoria de política nos estados em branco a partir da função valor dos estados
em cinza obtida na etapa anterior. Estas duas etapas se repetem alternadamente
até a convergência. Como o algoritmo de ARRUDA e FRAGOSO (2015) otimiza
nos dois subconjuntos da partição, é garantido que a política ótima seja encontrada.
Posteriormente, ARRUDA e FRAGOSO (2016) estenderam o algoritmo Agregação
Temporal em Duas Etapas para resolver PDM de horizonte de tempo infinito e custo
descontado.

Um ponto desfavorável do algoritmo de ARRUDA e FRAGOSO (2015) é o es-
forço computacional exigido visto que o algoritmo calcula as trajetórias de fora do
subconjunto de interesse, isto é, no subconjunto F c, cuja cardinalidade é análoga a
de todo o espaço de estados. Considere, novamente, o processo de decisão Marko-
viano da Figura 2.1 e o particionamento proposto na Figura 2.9. O algoritmo de
ARRUDA e FRAGOSO (2015) avalia as trajetórias fora da cadeia embutida, isto é,
as trajetórias em F c. Em outras palavras, o algoritmo de ARRUDA e FRAGOSO
(2015) avalia as trajetórias que passam pelos estados em FC (estados em branco) an-
tes de atingir algum estado em F (estados em cinza). Como a cardinalidade de F c é
muito maior do que a cardinalidade de F , o algoritmo se torna computacionalmente
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intensivo.
Por último, importa destacar o algoritmo de ARRUDA et al. (2017, 2019b), que

propõe generalizar a abordagem de Agregação Temporal proposta por CAO et al.
(2002) ao permitir que o espaço de estados seja particionado em um número fi-
nito, mas arbitrário de subconjuntos. Desse modo, diferentemente dos algoritmos
elaborados por CAO et al. (2002), SUN et al. (2007) e ARRUDA e FRAGOSO
(2015), que calculam as trajetórias de fora do subconjunto de interesse, o algo-
ritmo proposto por ARRUDA et al. (2017, 2019b) calcula as trajetórias de saída
dos subconjuntos da partição, sendo, por isso, computacionalmente mais eficiente.
Ao calcular as trajetória de saída dos subconjuntos, o algoritmo de ARRUDA et al.
(2017, 2019b) evita a inversão de grandes matrizes (ARRUDA et al., 2017) visto que
as cardinalidades dos subconjuntos tendem a ser menores do que o espaço de estado.
Inicialmente, os autores desenvolveram a nova abordagem, denominada Agregação
Temporal Multi-Agrupamentos (Multi-cluster time aggregation), para encontrar a
distribuição estacionária da cadeia de Markov. Em seguida, LEITE et al. (2020)
estenderam a abordagem para resolver problemas de decisão de Markov em que os
estados de cada subconjunto são independentes e suas probabilidades são estacioná-
rias.

O mapa conceitual da Figura 2.10 elenca os principais algoritmos de Agregação
Temporal atualmente existentes.

Figura 2.10: Algoritmos de Agregação Temporal
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2.10 Contribuições da Tese

Conforme explicado na seção anterior, os algoritmos de Agregação Temporal pro-
postos por CAO et al. (2002), SUN et al. (2007) e ARRUDA e FRAGOSO (2009,
2011) atingem a solução ótima apenas quando o subconjunto de maior cardinalidade
é composto por estados não controláveis. Caso contrário, eles alcançarão uma solu-
ção sub-ótima, pois otimizam dentro de uma região arbitrária do espaço de estados
enquanto aplicam uma política de controle ad hoc fixa nos estados restantes. Para
garantir que uma política ótima sempre possa ser alcançada por meio da Agregação
Temporal, é possível utilizar o algoritmo de ARRUDA e FRAGOSO (2015). Con-
tudo, conforme já explicado na Seção 2.9, o algoritmo de ARRUDA e FRAGOSO
(2015) exige um maior esforço computacional visto que calcula as trajetórias de
fora do subconjunto de interesse cuja cardinalidade é análoga a de todo o espaço de
estados.

Neste contexto, esta Tese de Doutorado tem como objetivo apresentar algoritmos
inéditos que garantam que uma política ótima sempre possa ser encontrada como
no algoritmo de ARRUDA e FRAGOSO (2015), porém que sejam mais eficientes
computacionalmente. A convergência dos novos algoritmos para a solução ótima é
provada e validada. Adicionalmente, esta Tese demonstra como os novos algorit-
mos podem ser combinados às abordagens de programação dinâmica aproximada
ou aprendizado por reforço, gerando um novo algoritmo aproximado para resolver
problemas de alta dimensionalidade com um menor tempo computacional. Os re-
sultados provenientes da aplicação dos algoritmos novos propostos a um problema
de produção e gestão de estoques e a outro problema de gestão de filas ilustram
o potencial do método para lidar com problemas PDM de custo médio com alta
dimensionalidade. Mais especificadamente, os resultados mostram um comporta-
mento interessante, ou seja, que os algoritmos inéditos propostos tendem a alcançar
a vizinhança da solução ótima significativamente mais rápido do que os algoritmos
clássicos de programação dinâmica tais como o Iteração de Política, o Iteração de
Valor e a abordagem original de Agregação Temporal de Duas Fases de ARRUDA
e FRAGOSO (2015).

Os algoritmos propostos nesta Tese utilizam um novo esquema de particiona-
mento que divide o espaço de estado em um número finito, mas arbitrário de sub-
conjuntos. Diferente do esquema de particionamento proposto em ARRUDA et al.
(2019b), o esquema de particionamento proposto nesta Tese permite embutir um
PDM em um PDSM equivalente por meio de uma simples análise de absorção, apli-
cada individualmente dentro de cada subconjunto da partição, o que implica um
esforço computacional que depende da cardinalidade do subconjunto em análise.
Desse modo, é possível controlar e limitar o esforço computacional geral, fornecendo
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maior flexibilidade e uma clara melhoria em relação à Agregação Temporal em Duas
Fases (ARRUDA e FRAGOSO, 2015).

A título de exemplo, considere novamente o processo de decisão markoviano
da Figura 2.1 e o particionamento proposto na Figura 2.11. Conforme explicado na
seção anterior 2.9, o algoritmo de ARRUDA e FRAGOSO (2015) avalia as trajetórias
que passam pelos estados em branco antes de atingir algum estado em cinza. Como
a quantidade de estados em branco é muito maior do que a quantidade de estados
em cinza, o algoritmo se torna computacionalmente intensivo. Utilizando o esquema
de particionamento proposto nesta Tese, os novos algoritmos avaliam as trajetórias
de fora da cadeia embutida, mas dentro de cada subconjunto por vez. Em outras
palavras, os novos algoritmos avaliam as trajetórias que passam pelos estados em
branco de cada subconjunto separadamente antes de atingir algum estado em cinza.
Por isso, o esforço computacional depende da cardinalidade do subconjunto em
análise, sendo portanto menor se comparado ao algoritmo de ARRUDA e FRAGOSO
(2015).

Figura 2.11: Exemplo de multi-particionamento do espaço de estado de um
PDM.

Pode-se argumentar que o esquema de particionamento proposto é semelhante
ao Iteração de Valor Topológico (DAI e GOLDSMITH, 2007a), pois explora as pro-
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priedades de conectividade do MDP. No entanto, como o TVI decompõe o espaço
de estados em componentes fortemente conectados, seu desempenho está vinculado
às propriedades topológicas do MDP. De fato, foi relatado que o desempenho do
TVI diminui para MDPs com grandes componentes fortemente conectados (DAI
e GOLDSMITH, 2007a). O esquema de particionamento proposto aqui evita esse
problema, pois as propriedades de comunicação dentro dos subconjuntos são defini-
das de maneira a permitir um cálculo distribuído da função valor que usa um único
subconjunto da partição por vez.

Baseando-se na avaliação de trajetórias semi-regenerativas, nossa abordagem tem
alguma semelhança conceitual com algoritmos de rollout (POWELL, 2007, BERT-
SEKAS, 2021, CAKIR et al., 2023), já que estes avaliam a função valor com base em
trajetórias simuladas de comprimento fixo a partir do estado atual. Considere, por
exemplo, o processo de decisão markoviano da Figura 2.1 e o particionamento pro-
posto na Figura 2.9. Os algoritmos de rollout simulam a evolução do PDM, partindo
de cada estado em cinza, por uma quantidade fixa de passos (e.g., 5). A desvanta-
gem destes algoritmos de rollout é que a complexidade das trajetórias cresce com
o comprimento do horizonte de simulação, assim como o número de destinos possí-
veis, limitando assim o desempenho do algoritmo. Em contraste, nossa abordagem
depende da agregação de tempo para dar origem a trajetórias semi-regenerativas de
duração aleatória, mas com um conjunto fixo de estados de destino estabelecidos
pelo particionamento proposto. Além disso, propomos um esquema de particiona-
mento com múltiplos subconjuntos e propriedades de comunicação projetadas para
limitar o comprimento das trajetórias semi-regenerativas. O esquema é definido de
modo que cada trajetória semi-renegerativa seja restrita a um único subconjunto da
partição.

Por fim, é mister destacar que, no dia 18/11/2023, foi realizada uma busca nas
bases Scopus e Web of Science (WoS) por artigos que tenham citado os trabalhos de
CAO et al. (2002), ARRUDA et al. (2017) e ARRUDA et al. (2019b). A estrutura
desta revisão da literatura, bem como, a quantidade de artigos encontrados podem
ser visualizados na Tabela 2.3.
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Tabela 2.3: Revisão de Literatura sobre Agregação Temporal
Base Resultados

Scopus
66 artigos citaram: A time aggregation approach to

Markov decision processes (CAO et al., 2002)

Scopus
2 artigos citaram: Multi-partition time aggregation

for Markov Chains (ARRUDA et al., 2017)

Scopus
2 artigos citaram: A multi-cluster time aggregation

approach for Markov Chains (ARRUDA et al.,
2019b)

WoS
57 artigos citaram: A time aggregation approach to

Markov decision processes (CAO et al., 2002)

WoS
Nenhum artigo citou: Multi-partition time

aggregation for Markov Chains (ARRUDA et al.,
2017)

WoS
1 artigo citou: A multi-cluster time aggregation
approach for Markov Chains (ARRUDA et al.,

2019b)

Os resultados encontrados foram exportados para arquivos em formato BibTex
que foram, em seguida, importados para o R (R CORE TEAM, 2020). Utilizando
a função mergeDbSources do pacote Bibliometrix (ARIA e CUCCURULLO, 2017),
os resultados das bases foram agrupados e os artigos repetidos foram eliminados.
Desconsiderando artigos repetidos, foram encontrados ao todo sessenta e oito arti-
gos e, após uma análise do resumo de todos eles e uma leitura dinâmica de alguns,
não foi identificado nenhum trabalho que tenha implementado alguma das propos-
tas acima elencadas. Enquanto alguns artigos mencionam os trabalhos explicitados
na Tabela 2.3, mas não aplicam, de fato, a Agregação Temporal (e.g. WU e JIA,
2020)), outros não utilizam uma abordagem multi-agrupamentos (e.g. LI e WU,
2016). Na realidade, o trabalho mais próximo de um dos objetivos acima elencados
é o artigo de LEITE et al. (2020), que estenderam a abordagem Agregação Temporal
Multi-Agrupamentos para resolver problemas de decisão de Markov em que os esta-
dos de cada subconjunto são independentes e suas probabilidades são estacionárias.
Contudo, não foi identificado nenhum trabalho que tenha estendido a abordagem
de ARRUDA et al. (2017, 2019b), para resolver problemas de decisão markovianos
mais gerais, como proposto por esta Tese. Desse modo, esta Tese de Doutorado será
o primeiro estudo que terá desenvolvido qualquer uma das propostas acima.

O mapa conceitual da Figura 2.12 contextualiza e expõe as motivações e objetivo
principal desta Tese de Doutorado. Conforme pode ser visualizado na Figura 2.12
e descrito ao longo das seções desta Tese, os algoritmos atualmente existentes para
resolver problemas de decisão markovianos possuem determinados pontos negativos
que serviram de motivação para o objetivo principal desta Tese de Doutorado, que
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é a construção de um conjunto de novos algoritmos com potencial para resolver
problemas de decisão markovianos maiores, de maneira mais eficiente computacio-
nalmente e com garantia de convergir sempre para a política ótima. Cabe ressaltar
que a agregação temporal é a base para os novos algoritmos propostos neste trabalho.

Figura 2.12: Contextualização e Motivações da Tese de Doutorado
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Capítulo 3

As principais contribuições: Novo
particionamento e algoritmos

Neste Capítulo, inicialmente, será apresentado o problema que será tratado. Em
seguida, será proposto um novo esquema de particionamento que dá origem a pro-
priedades de comunicação que viabilizam um esquema de computação distribuída
pelos subconjuntos partição. Por último, são apresentados os novos algoritmos de-
senvolvidos que utilizam o novo esquema de particionamento proposto, bem como
as provas de convergência para a política ótima.

3.1 Definição do problema

Seja um processo de decisão Markoviano, cuja dinâmica controlada é represen-
tada pelo processo estocástico {Xt}, t > 0 - com espaço de estados S finito de
cardinalidade |S|. Defina-se também A(i) como o conjunto finito de ações possí-
veis de serem tomadas quando o processo se encontra no estado i ∈ S. Assim,
A =

⋃
i∈S

A(i) é o conjunto de todas as ações possíveis.

A cada instante de tempo t > 0 em que o processo {Xt} visita o estado i ∈ S,
um agente toma uma ação a ∈ A seguindo uma política estacionária Markoviana
L : S → A, dentre um conjunto L de políticas estacionárias markovianas viáveis
para o sistema. Cabe aqui ressaltar que uma política estacionária markoviana é uma
função que especifica uma mesma ação a ∈ A(s) a ser tomada sempre que o sistema
visita o estado s ∈ S, independente do trajeto percorrido pelo sistema até chegar ao
estado s (PUTERMAN, 2005). Após o agente tomar a ação, o processo se move no
instante de tempo seguinte para um estado Xt+1 = j ∈ S com uma probabilidade,
paij, que é função do estado atual do sistema e da ação tomada. Conforme já disposto,
a Figura 2.1 da seção 2.1 ilustra um processo de decisão markoviano.

Seja f : S ×A→ R+ a função de custo imediato, sendo f(i, a) o custo imediato
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de escolher a ação a ∈ A(i) no estado i ∈ S, em que R+ denota o conjunto de
números reais não negativos. Assim, toda política L ∈ L possui um custo médio de
longo prazo associado dado por:

ηL = lim
N→∞

1

N

N∑
t=0

f(Xt,L(Xt)). (3.1)

A exemplo de CAO et al. (2002), assumiremos que a cadeia de Markov é ergódica
sob qualquer política viável L ∈ L, o que faz com que o custo médio de longo prazo
independa do estado inicial. Cabe lembrar que em uma cadeia ergódica, é possível
ir de qualquer estado para qualquer estado em tempo finito e o custo médio de
longo prazo independe do estado inicial (BRÉMAUD, 1999) De acordo com a teoria
clássica sobre PDM, para qualquer política L ∈ L, a solução da Equação (3.1)
pode ser obtida encontrando um par (V L, ηL) que resolva a equação de Poisson
(PUTERMAN, 2005, CAO et al., 2002):

V L(i) = f(i,L(i))− ηL +
∑
j∈S

p
L(i)
ij V L(j), i ∈ S, (3.2)

em que V L : S → R é uma função valor real no espaço V de funções valores reais
em S. Adicionalmente, Corolário 2 de ARRUDA e FRAGOSO (2015) afirma que,
para qualquer ponto de parada 0 ≤ τ <∞:

V L(i) = E

{
τ−1∑
t=0

(
f(Xt,L(Xt))− ηL

)
+ V L(Xτ )

}
, i ∈ S. (3.3)

A fim de minimizar o custo médio de longo prazo, o tomador de decisões busca uma
política estacionária ótima L∗ ∈ L tal que:

η∗ = ηL
∗ ≤ ηL,∀L ∈ L. (3.4)

A Eq. (3.4) pode ser resolvida por meio do algoritmo clássico de Iteração de Valor
Relativo (e.g., PUTERMAN, 2005).

3.1.1 O problema agregado

Quando o espaço de estado do MDP é muito grande, é possível definir um sub-
conjunto bem menor F ⊂ S, fixar uma política d para o restante do espaço de
estado, isto é, d : F c → A, d(i) ∈ A(i), ∀i ∈ F c, em que F c = S \ F e usar a agre-
gação temporal para encontrar uma política sub-ótima para o problema original,

39



resolvendo o seguinte problema de otimização (ARRUDA e FRAGOSO, 2015):

min η

subject to η ≥ ηL ∀L ∈ L

Lout = d,

(3.5)

em que Lout : S → F c denota uma política estacionário restrita ao subconjunto
F c ⊂ S. O Teorema seguinte é uma reformulação do ARRUDA e FRAGOSO
(2015, Teorema 1) e estabelece uma relação entre a agregação temporal e o problema
original. Esta conexão será explorada pelos novos algoritmos a serem propostos neste
trabalho.

Teorema 1. Seja L∗ a solução da Eq. (3.4) e seja Lout(i) = d(i) = L∗(i), ∀i ∈ F c

no Problema (3.5). Então, as soluções para os problemas (3.4) e (3.5) são idênticas.

Demonstração. Seja η∗d a solução do problema 3.5. Assim, perceba que o espaço
de soluções da Equação (3.5) é um subconjunto de L, que é o espaço de soluções
do problema de Markov original (3.4). Portanto, temos que η∗d ≥ η∗. Além disso,
perceba que L∗ também é uma solução viável para a Equação (3.5). Isto implica
que η∗d ≤ η∗. Juntando as duas inequações, concluímos que η∗d = η∗

Para resolver (3.5), é necessário definir um conjunto de tempos de parada τk, k ≥
0 tal que τ0 = 0 e τk+1 = min{t > τk : Xt ∈ F}. Para qualquer política L :

Lout = d, o custo médio ηL coincide com o custo médio do processo semi-Markov
(PUTERMAN, 2005, Capítulo 11) Yk = Xτk , k ≥ 0, que evolui no subconjunto F e
é composto pelos seguintes elementos:

• um espaço de ações Ay =
⋃
i∈F

Ay(i), em que Ay(i) = A(i)∀i ∈ F , i.e., as ações

no subconjunto F coincidem com as ações do MDP original;

• uma função custo hf : F × A→ R+ que satisfaz:

hf (i, a) = f(i, a) + E

{
τ1−1∑
t=1

f(Xt,L(Xt)) |X0 = i

}
, i ∈ F, a ∈ A(i); (3.6)

• tempos de transição definidos como:

h1(i, a) = hf (i, a), for f(j, a) ≡ 1 ∀j ∈ S, a ∈ A(j); (3.7)

• e probabilidades de transição:

p̃aij = paij +
∑
k∈F c

paikp
d
kj(τ1), pdkj(τ1) = PL(Xτ1 = j|X0 = k). (3.8)
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Se η∗d resolve (3.5) e L∗d é uma política ótima para o problema (3.5), então existe
um par (V ∗d , η

∗
d), em que V ∗d : F → R é uma função valor real em F , que satisfaz:

V ∗d (i) = hf (i, a)− η∗dh1(i, a) +
∑
j∈F

p̃aijV
∗
d (j), i ∈ F, (3.9)

em que η∗d é também uma solução para (3.1) sob a política L∗d, com:

L∗d(i) =


arg min

a∈A(i)

{
(hf (i, a)− η∗dh1(i, a)) +

∑
j∈F

p̃aijV
∗
d (j)

}
, if i ∈ F,

d(i), if i ∈ F c.

(3.10)

O Teorema 2 a seguir, que é uma reformulação do ARRUDA e FRAGOSO (2015,
Teorema 2), estabelece uma relação entre a função valor do problema de decisão
semi-Markov (PDSM) proveniente da agregação temporal e a função valor do PDM
original.

Teorema 2. Seja o par (V ∗d , η
∗
d) a solução da Eq. (3.9). Assumiremos que L∗d

satisfaz a Eq. (3.10). Seja V L
∗
d a função valor da política L∗d no PDM original.

Então:

V L
∗
d(i) = V ∗d (i), ∀i ∈ F, (3.11)

e ηL∗d = η∗d, em que o par (V L
∗
d , ηL

∗
d) satisfaz a Eq.(3.2).

Demonstração. Utilizando o Teorema 1, temos que ηL∗d = η∗d. Agora, seja τ =

min{t > τi−1 : Xt ∈ F}. Seja também p̃aij = P (Xτ = j|X0 = i,L(i) = a), i, j ∈ F .
Utilizando a Eq. (3.3), é possível escrever:

V L
∗
d(i) = E

{
τ−1∑
t=0

(
f(Xt,L∗d(Xt))− ηL

∗
d

)
+ V L

∗
d(Xτ )

}
, i ∈ F, a = L∗d(i)

V L
∗
d(i) = hf (i, a)− η∗dh1(i, a) +

∑
j∈F

p̃aijV
L∗d(j), i ∈ F, a = L∗d(i),

(3.12)

em que a última igualdade é obtida utilizando as definições (3.6) e (3.7), e subs-
tituindo ηL

∗
d por η∗d. Por fim, perceba que a última equação é equivalente à Eq.

(3.9).

O próximo lema desempenhará um papel fundamental na prova de um resultado-
chave que ilustra o poder do método de particionamento aqui proposto e nos per-
mitirá implementar uma melhoria de política distribuída.
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Lema 1. Seja η∗d a solução de (3.5) e assuma que L∗d é uma política ótima para o
problema (3.5), então a função valor da política L∗d no MDP original é dada por:

V L
∗
d(i) =


V ∗d (i), ∀ i ∈ F,

E

{
τ1−1∑
t=0

(f(Xt,L∗d(Xt))− η∗d) + V ∗d (Xτ1)

}
, ∀ i ∈ F c.

(3.13)

Demonstração. A parte superior da Eq. (3.13), correspondente aos estados i ∈ F ,
é uma aplicação direta do Teorema 2. Em contrapartida, a parte referente aos
estados i ∈ F c decorre da aplicação direta da Eq. (3.3) à política L∗d com tempo
de parada τ1, substituindo V L

∗
d(Xτ1) por V ∗d (Xτ1). A substituição é possível porque

τ1 = min{t > 0 : Xt ∈ F}, e isto implica que Xτ1 ∈ F .

Trajetórias semi-regenerativas

Embora a solução por agregação temporal via Eq. (3.9) atue somente no sub-
conjunto F , é preciso resolver também as Eq. (3.6)-(3.8). Estas equações calculam
os custos totais e as probabilidades de transição das trajetórias semi-regenerativas
desde o começo no subconjunto F c até o primeiro retorno de Xt, t ≥ 0, ao subcon-
junto F . Para avaliar estas trajetórias, é necessário definir OdF c := [pd(i, j)], i, j ∈
F c, sendo que pdij é a probabilidade de transição entre estados i ∈ F c e j ∈ F c sob
a política Lout = d no subconjunto F c, e

EF c =
(
I −OdF c

)−1
.

A teoria clássica de cadeias de Markov (e.g., BRÉMAUD, 1999) diz que o elemento
eF c [i, j] da matriz EF c é o número esperado de vezes que uma trajetória, partindo
do estado i ∈ F c, passará pelo estado j ∈ F c antes do processo Xt, t ≥ 0, atingir o
subconjunto F . Adicionalmente, a teoria clássica de análise de absorção indica que
(e.g., CAO et al., 2002, ARRUDA e FRAGOSO, 2015):

hf (i, a) = f(i, a) +
∑
k∈F c

paik
∑
j∈F c

eF c [k, j]f(j, d(j)), i ∈ F,

p̃aij = paij +
∑
k∈F c

paik
∑
m∈F c

eF c [k,m]pdmj, i , j ∈ F.
(3.14)

É válido notar que a Eq. (3.14) possui somatórios tanto em F quanto em F c. De
fato, ARRUDA e FRAGOSO (2015, Remark 1) reportam uma complexidade da
ordem O(|F | · |A|+ |F |3 + |F c|3), que é dominada pela maior cardinalidade entre os
subconjuntos F e F c. Portanto, visto que a agregação temporal é proposta para o
caso em que |F | << |F c|, limitar o esforço computacional nos somatórios que envol-
vem o subconjunto F c é uma forma clara de melhorar a eficiência geral da abordagem
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de agregação temporal. Em face do exposto, a próxima seção indtroduzirá um novo
método de particionar o espaço de estados pensado para fazer exatamente isso ao
induzir uma estrutura de comunicação específica entre os subconjuntos da partição.

3.2 Uma nova abordagem para particionar o espaço

de estados em múltiplos conjuntos

Nesta seção, é apresentado um novo método que permite particionar o espaço de
estados em múltiplos conjuntos de diferentes formas e que, quando combinado com
a agregação temporal (CAO et al., 2002), pode originar algoritmos eficientes para
solucionar processos de decisão de Markov, como será explicitado mais adiante.

Definição 1 (O esquema de particionamento em múltiplos conjuntos P(S)). Par-
ticione o espaço de estados S em n subconjuntos disjuntos {B1, B2, . . . , Bn},

de modo que
n⋃
l=1

Bl = S, Bl ∩Bm = ∅, ∀ l,m ∈ {1, . . . , n} : l 6= m:

Fl,{j ∈ Bl : ∃ i /∈ Bl e ∃ a ∈ A(i) tal que paij > 0}, (3.15)

F =
n⋃
l=1

Fl, Il = Bl \ Fl, 1 ≤ l ≤ n, F c = S \ F =
n⋃
l=1

Il. (3.16)

A novidade do esquema de particionamento em múltiplos conjuntos como na
Definição 1 é que ele dá origem a uma topologia que concentra a informação dentro
de um pequeno subconjunto de estados (o conjunto F na Eq. (3.16)) que podem ser
acessados, em uma única transição, a partir de diferentes subconjuntos dentro da
partição. Isso, por sua vez, permite simplificar, distribuir e reduzir a complexidade
na avaliação das trajetórias entre visitas sucessivas ao subconjunto F , conforme
detalhado a seguir.

O esquema proposto é ilustrado na Figura 3.1 para o processo de decisão mar-
koviano da Figura 2.1. Para cada subconjunto Bl na partição, os estados em cinza
pertencem ao conjunto Fl ⊂ Bl de estados de fronteira da Eq. (3.15). Perceba
que Fl é composto pelos estados que podem ser diretamente acessados por estados
pertencentes a outros subconjuntos da partição. Por exemplo, o estado 0 ∈ B1 na
Figura 3.1 é estado de fronteira e pertence a F1 porque este pode ser acessado a
partir B2. Similarmente, 4 ∈ B1 também faz parte do conjunto de estados fronteira
F1 = {0, 4}, uma vez que pode ser acessado diretamente a partir de B3. Por outro
lado, os demais estados em B1 somente podem ser acessados diretamente por outros
estados no mesmo subconjunto e, portanto, não são estados de fronteira.

Em contrapartida, os estados em branco na Figura 3.1 pertencem ao conjunto
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Figura 3.1: Exemplo de multi-particionamento do espaço de estado de um
PDM.

Il = Bl \ Fl de estados interiores da Eq. (3.16). Estes somente podem ser acessa-
dos diretamente por estados que pertencem ao mesmo subconjunto Bl. Note, por
exemplo, que I2 = {7, 9} só pode ser diretamente acessado a partir dos estados
{5, 6, 7, 8, 9}, todos pertencentes a B2. Observe que isto garante que uma traje-
tória semi-regenerativa que começa em um dado subconjunto Il jamais alcançará
outro estado interior de um subconjunto Im, m 6= l, sem antes passar pelo conjunto
F . Assim, segue-se que uma trajetória começada no subconjunto F pode

i) continuar em F , ou

ii) visitar apenas um único subconjunto Il ∈ Bl antes de retornar ao conjunto F .

Assim, a cardinalidade das trajetórias semi-regenerativas que saem de um estado de
fronteira i ∈ F : i ∈ Bl (até o retorno a F ) é limitada e função da cardinalidade de
subconjuntos Il, e não mais da cardinalidade de F c, como é o caso das abordagens
anteriores de agregação temporal (e.g., CAO et al., 2002, ARRUDA e FRAGOSO,
2015).

Para finalizar a configuração da abordagem, basta aplicar o esquema de particio-
namento proposto na Definição 1 à abordagem da agregação temporal caracterizada
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pela Eq. (3.5). Perceba que o subconjunto F c em (3.5), conforme definido em (3.16),
compreende todos os estados interiores do esquema de particionamento. Isto signi-
fica que a política Lout = d na formulação da agregação temporal em (3.5) fixa uma
ação d(i) ∈ A(i) para cada estado interior i ∈ F c, enquanto otimiza no conjunto de
estados de fronteira F definido em (3.15).

3.2.1 Propriedades do método de particionamento proposto

Esta subseção estabelece importantes propriedades de comunicação dos estados
de fronteira pertencentes ao subconjunto F e dos estados interiores em F c.

Inicialmente, será mostrado que, utilizando o método de partição proposto, um
estado interior de um subconjunto Il qualquer se conecta diretamente apenas com
os estados em F ∪Il. O lema abaixo formaliza uma propriedade importante mencio-
nada na seção anterior com respeito às propriedades do sistema de particionamento
proposto:

• que trajetórias semi-regenerativas em um conjunto Il obrigatoriamente passam
por algum estado fronteira em F ⊂ S antes de visitar um conjunto diferente
de estados interiores Im, m 6= l.

Lema 2. Suponha uma partição P(S) de acordo com a Definição 1. Desse modo,
segue que:

paij = 0, ∀i, j ∈ F c, i ∈ Il e j ∈ Im, m 6= l, l,m ∈ {1, . . . , , n}.

Demonstração. Seja i ∈ Il, e seja outro estado j ∈ S \Bl tal que paij > 0 para algum
a ∈ A(i). Então, segue de (3.15) que j pertence a F . Assim, j ∈ Im implica que
paij = 0 se i ∈ Il, l 6= m, e isto conclui a prova.

O próximo Teorema estabelece uma propriedade geral de comunicação presente
no esquema de particionamento proposto, que é fundamental para desenvolver algo-
ritmos novos computacionalmente eficientes.

Teorema 3. Seja uma partição P(S) conforme a Definição 1. Além disso, seja um
processo controlado Xt, t ≥ 0, irredutível sob qualquer política viável L ∈ L. Então,
para todo subconjunto Il ⊂ Bl, 1 ≤ l ≤ n e para toda política L ∈ L é válido que:∑

j∈F

p
L(i)
ij > 0, para algum i ∈ Il,

e ∑
j∈F c

p
L(i)
ij =

∑
j∈Il

p
L(i)
ij , ∀i ∈ Il.
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Demonstração. A última igualdade decorre diretamente do Lema 2. Para provar a
primeira igualdade por contradição, considere que

∑
j∈F

p
L(i)
ij = 0 para todos os estados

i ∈ Il. Então, em vista da última equação, obtém-se:∑
j∈F c

p
L(i)
ij =

∑
j∈Il

p
L(i)
ij = 1, ∀i ∈ Il.

Isto, por sua vez, significa que os estados em Il formam uma classe de comunicação
fechada (BRÉMAUD, 1999) e, portanto, o processo Xt, t ≥ 0, não é irredutível.
Como esse resultado contradiz a hipótese inicial, a primeira equação deve ser ver-
dadeira.

Cabe ressaltar que o Teorema 3 estabelece duas propriedades importantes do
esquema de particionamento proposto:

i) O conjunto de estados de fronteira F é alcançável a partir de qualquer conjunto
de estados interiores Il sob qualquer política L ∈ L;

ii) Uma trajetória semi-regenerativa que sai do subconjunto F por meio de um
estado j ∈ Il tem que obrigatoriamente retornar ao subconjunto F antes de
visitar qualquer outro subconjunto Im, m 6= l.

Na sequência, será demonstrado que qualquer estado i ∈ Fl pode acessar o
subconjunto F c somente por meio de estados j ∈ Il. Isto significa que um estado
de fronteira de um dado subconjunto Bl nunca irá acessar um conjunto de estados
interiores Im de outro subconjunto Bm da partição. Esta propriedade permite que a
Eq. (3.14) seja reescrita somente em função do subconjunto de estados interiores Il
para todos os estados de fronteira em Fl, como será explicitado na próxima subseção.

Teorema 4. Considere uma partição P(S) tal qual a Definição 1. Então, para cada
subconjunto Fl ⊂ F , 1 ≤ l ≤ n, segue que:

paij = 0, ∀j ∈ F c \ Il, a ∈ A(i), i ∈ Fl. (3.17)

Demonstração. Para provar o resultado por contradição, suponha que exista um
j ∈ Im, m 6= l tal que paij > 0 para algum a ∈ A(i). Então, de acordo com (3.15),
segue que j ∈ Fm visto que j ∈ Bm e j é acessível por um estado i ∈ Fl, l 6= m.
Desta forma, por definição, j /∈ Im visto que j ∈ Bm e Im := Bm \ Fm conforme
a Eq. (3.16). Isso contradiz a hipótese inicial de que j ∈ Im e assim se conclui a
prova.
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3.2.2 Trajetórias semi-regenerativas sob o método de parti-

cionamento proposto

Nesta subseção, o Lema 1 será revisto à luz do esquema de particionamento P(S)

proposto pela Definição 1, a fim de que a função valor possa ser calculada de maneira
distribuída nos diferentes subconjuntos da partição. Este resultado é fundamental
para o presente trabalho.

Seja Lout = d a política aplicada no subconjunto F c, como na Eq. (3.5), e seja
pdij = p

d(i)
ij , i ∈ F c, a probabilidade de transição do estado i ∈ F c para o estado

j ∈ S. Partindo de qualquer estado i ∈ Il, segundo a teoria clássica de cadeias de
Markov (e.g., BRÉMAUD, 1999), o valor esperado do número de visitas ao estado
j ∈ Il antes de deixar o subconjunto Il é o elemento edl [i, j] da matriz Ed

l , dada por:

Ed
l = (I −Odl )−1, l = 1, · · · , n, (3.18)

em que Odl := [pdij], i, j ∈ Il, l = 1, ..., n. Em contrapartida, o elemento adl [i, j]

da matriz Adl definida abaixo denota a probabilidade de uma trajetória de saída
partindo de i ∈ Il alcançar o estado de fronteira j ∈ F ao deixar Il. Seja Rd

l :=

[pdij], i ∈ Il, j ∈ F . A teoria clássica de análise de absorção em cadeias de Markov
diz que (BRÉMAUD, 1999):

Adl = Ed
l ·Rd

l , l = 1, · · · , n. (3.19)

Lembrando que Xt, t ≥ 0, é a trajetória controlada e definindo τ = {min t > 0 :

Xt ∈ F}, obtém-se:

adl [i, j] = P (Xτ = j|X0 = i,Lout = d).

Definido na Eq. (3.6), o custo acumulado de uma trajetória que parte do estado
de fronteira i ∈ Fl sob uma ação a ∈ A(i) e chega ao subconjunto F pode ser
reescrito como:

hf (i, a) = f(i, a) +
∑
k∈Il

paik
∑
j∈Il

edl [k, j]f(j, d(j)). (3.20)

O somatório da Eq. (3.20) corresponde ao custo total incorrido dentro do subcon-
junto Il antes de chegar ao próximo estado de fronteira. O somatório no conjunto Il é
suficiente devido ao Teorema 4, que demonstra que uma trajetória semi-regenerativa
partindo de Fl somente pode acessar estados interiores em Il. Analogamente, o com-
primento de uma trajetória que parte de um estado de fronteira i ∈ Fl e chega ao
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próximo estado de fronteira é dado por:

h1(i, a) = 1 +
∑
k∈Il

paik
∑
j∈Il

edl [k, j]. (3.21)

Perceba que a Eq. (3.21) é uma mera aplicação de (3.20) com f(i, a) = 1,∀(i, a) ∈
S×A. Finalmente, a probabilidade de transição do processo semi-Markov embutido
no subconjunto de estados de fronteira F é dada por:

p̃aij = paij +
∑
k∈Il

paika
d
l [k, j], i ∈ Fl, j ∈ F. (3.22)

Considerando o esquema de particionamento proposto, é possível reescrever os re-
sultados do Lema 1 da seguinte maneira:

Lema 3. Seja uma partição P(S) conforme a Definição 1. Considere também que
o par (V ∗d , η

∗
d) satisfaz a Eq. (3.9) para o problema gerado pela agregação temporal

(3.5), com Lout = d, utilizando o esquema de particionamento proposto. Além disso,
seja a política L∗d uma política ótima que satisfaz (3.10). Então, a função valor do
PDM original sob a política L∗d satisfaz:

V L
∗
d(i) =


V ∗d (i), se i ∈ F,∑
k∈Il

edl [i, k] ( f(k, d(k))− η∗d ) +
∑
j∈F

adl [i, j]V
∗
d (j), se i ∈ F c.

(3.23)

Demonstração. A primeira expressão à direita da Eq. (3.23) é uma aplicação direta
do Lema 1. Seja i ∈ Il, então de acordo com o Lema 1

V L
∗
d(i) = E

{
τ1−1∑
t=0

(f(Xt,L∗d(Xt))− η∗d) + V ∗d (Xτ1)

}
, τ1 = min{t > 0 : Xt ∈ F},

(3.24)
visto que i ∈ Il implica que i ∈ F c. Agora, se pd(i)

ij > 0 para algum j /∈ Il, então, por
definição j ∈ Fm para algumm ∈ {1, . . . , n} e, portanto, j ∈ F . Consequentemente,
decorre também que τ1 = min{t > 0 : Xt /∈ Il} visto que qualquer estado em Il

somente pode acessar imediatamente estados em Il ou estados em F . Portanto, a
teoria clássica sobre cadeias de Markov diz que:

E

[
τ1−1∑
t=0

(f(Xt,L∗d(Xt))− η∗d)

]
=
∑
j∈Il

edl [i, j] ( f(j, d(j))− η∗d ) ,

em que Ed
l = edl [i, j], k, j ∈ Il é definida em (3.18). A equação anterior corresponde

ao custo acumulado de uma trajetória desde sua partida do estado i ∈ Il até deixar
o subconjunto Il, utilizando a função custo ( f(i, d(i))−η∗d ). Ainda segundo a teoria
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clássica sobre análise de absorção em cadeias de Markov:

E (V (Xτ1)) =
∑
j∈F

adl [i, j]V
∗
d (j),

em que Adl = add[i, j], i ∈ Il, j ∈ F é definida em (3.19). A equação anterior denota
a probabilidade que uma trajetória partindo de i ∈ Il alcance o estado j ∈ F

imediatamente ao deixar o subconjunto de estados interiores Il.
Para concluir a prova, basta substituir o último par de expressões na Eq. (3.24),

que resulta na expressão da função valor para i ∈ Il em (3.23).

O resultado do Lema 3 ilustra o poder do método de particionamento proposto,
visto que demonstra que para determinar a função valor dos estados em qualquer
subconjunto Il, é necessário apenas armazenar a função valor dos estados em F , que
pode ser obtida a partir da cadeia semi-Markov embutida em F - Eq. (3.5).

Observação 1. Observe que em (3.20)-(3.22), a inversão de uma matriz com di-
mensão |F c| na Eq. (3.14) é substituída pela inversão de uma matriz com dimensão
|Fl| para cada subconjunto Fl, 1 ≤ l ≤ n, podendo utilizar um esquema de com-
putação distribuída que aplica a Eq. (3.18). Portanto, o esforço computacional
de O(|F c|3) no subconjunto original é substituído por um esforço computacional de

O(
∑n

l=1 |Il|3). Visto que |F c| =
n∑
l=1

|Il|, o método proposto possui um potencial de

reduzir consideravelmente o esforço computacional no caso de |Il| << |F c| ≈ |S|.

Observação 2. A ideia de dividir o espaço de estados em estados de fronteira e
estados interiores torna possível resolver o sistema a partir de uma análise de absor-
ção ( (3.20)-(3.22)) em função dos tempos de estadia dentro de cada subconjunto Il
individualmente. Isto se deve às propriedades de comunicação geradas pelo esquema
de partição resumidas nos Teoremas 3 e 4.

3.3 Algoritmos com agregação temporal distribuída

para Processos de Decisão de Markov com custo

médio

Nesta seção, o esquema de particionamento P(S) da Definição 1 será aplicado
da seguinte maneira:

• Primeiro, será proposto um algoritmo que utilizará o esquema de computa-
ção distribuída na Eq. (3.20)-(3.22) para resolver a formulação de agregação
temporal. Este algoritmo também utilizará o Lema 3 para implementar uma
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etapa de melhoria de política distribuída, que itera em um único subconjunto
Il, 1 ≤ l ≤ n, por vez. Cada iteração do algoritmo proposto resolve a Eq.
(3.9) para uma formulação diferente da Eq. (3.5). O procedimento é descrito
no Algoritmo 5 abaixo.

• Na sequência, serão exploradas algumas alternativas de melhoria do Algo-
ritmo 5. Em decorrência disso, foi proposta uma generalização do Algoritmo
5 que pode convergir mais rapidamente ao utilizar, por exemplo, estratégias
de atualização de política mais eficientes na etapa de melhoria de política. O
pseudocódigo do algoritmo generalizado é apresentado no Algoritmo 6. É pos-
sível que outras melhorias sejam implementadas a partir destas ideias, porém
mantendo a essência do Algoritmo 5.

Algoritmo 5 Algoritmo de Agregação Temporal de Duas Fases Distribuído (AT2FD)
1: Particione o espaço de estado em n subconjuntos disjuntos {B1, · · · , Bn}
2: Para cada l ∈ {1, 2, . . . , n}, Fl = {j ∈ Bl : ∃ i /∈ Bl e∃ a ∈ A(i) tal que paij > 0}, Il = Bl \ Fl.
3: Escolha uma política inicial arbitrária Lint = d0, d0 ∈ Lint e uma tolerância ε
4: k ← 0, er ←∞, η0 ←∞, d̄0 = d0, ηlk =∞, 1 ≤ l ≤ n
5: while |er| > ε do
6: dk+1 = d̄k, ηk+1 ← ηnk , k ← k + 1
7: for l = 1 to n do
8: Utilize a Eq. (3.9) para encontrar o par (V ∗d , η

∗
d) que resolve o problema agregado (3.5), com d = d̄k.

Faça ηlk = η∗d e V lk(i) = V ∗d (i), ∀i ∈ F
9: Utilize o Lema 3 para encontrar a função valor V lk(i) = V

Ld̄k (i), i ∈ Il do PDM original
10: Execute a etapa de melhoria de política:

d̄k(i) = arg min
a∈A(i)

f(i, a) +
∑

j∈Il∪F
paijV

l
k(i)

 , ∀i ∈ Il (3.25)

mantendo d̄k(i) = dk(i) sempre que possível em (3.25)
11: Utilize a nova melhor política em Il para gerar um novo problema agregado com Lout = d̄k. Isto significa

atualizar (3.20)-(3.22) para todos os pares estado-ação (i, a), i ∈ Fl, a ∈ A(i), tal que paij > 0, para algum j ∈
Il, mantendo hf (i, a), h1(i, a), p̃aij inalterado para todos os pares estado-ação restantes, i.e., para todos os
pares (i, a) : i /∈ Fl.

12: end for
13: er ← ηnk − ηk
14: end while

Agora, será demonstrado que o Algoritmo 5 converge para a mesma solução do
problema original - Eq. (3.4). Para tanto, será preciso provar alguns resultados
intermediários na sequência. Primeiro, será apresentado o Teorema 5, que é uma
reformulação de CAO (1998, Lemma 2).

Teorema 5. Sejam os pares (V L, ηL) e (V L
′
, ηL

′
) soluções para a equação de Poisson

(3.2). Se o valor da equação de Poisson para a política L for menor ou igual ao valor
da equação de Poisson para a política L′, então ηL ≤ ηL

′.

Lema 4. Seja ηlk, 1 ≤ l ≤ n o valor obtido no passo 8 do Algoritmo 5, então

ηl+1
k ≤ ηlk, 1 ≤ l < n.
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Além disso, se ηl+1
k < ηlk então d̄k(i) 6= dk(i), para algum i ∈ Il.

Demonstração. A prova decorre diretamente do CAO (1998, Lemma 2), que implica
que se d̄k(i) 6= dk(i) para algum i ∈ Il na etapa de melhoria de política - Eq.
(3.25), então ηl+1

k < ηlk, as ηl+1
k = η∗d in (3.5) com d = d̄k. Por outro lado, se

d̄k(i) = dk(i), ∀i ∈ Il, então é óbvio que ηl+1
k = ηlk visto que em ambos os casos o

mesmo problema gerado pela agregação temporal é resolvido.

Lema 5. Seja ηk o valor obtido no passo 6 do Algoritmo 5, então:

ηk+1 ≤ ηk, k ≥ 0. (3.26)

Demonstração. Segue diretamente do Lema 4 que:

ηk+1 = ηnk = min
1≤l≤n

ηlk ≤ η1
k.

Para concluir a prova, basta perceber que o passo 6 do Algoritmo 5 faz com que
d̄k = d̄k−1 na iteração k para l = 1, em que d̄k−1 é a política em F c seguindo a
última melhoria de política da iteração k − 1; i.e., quando l = n no for (passo 7 do
algoritmo). Portanto, é possível aplicar novamente o (CAO, 1998, Lemma 2) para
ver que:

ηk ≤ ηnk−1,

e a prova é concluída.

Teorema 6. Algoritmo 5 termina em uma política ótima para o problema (3.4).

Demonstração. Lema 5 estabelece que no Algoritmo 5 o custo médio de longo prazo
decresce monotonicamente. Isto implica que o algoritmo converge em um tempo
finito, dado que o espaço de estados e o espaço de ações são finitos. Deste modo,
existe um número finito de política possíveis de serem escolhidas e o custo médio
não pode ser melhorado para sempre.

Agora, seja dk a política no subconjunto F c ao convergir. Suponha que dk 6= L∗out,
em que

L∗out(i) = L∗(i), ∀i ∈ F c,

para alguma política L∗ que resolva (3.4). Então, segue que dk+1(i) = d̄k(i) 6= dk(i)

para pelo menos um i ∈ F c em (3.25), o que contradiz a hipótese inicial, visto
que convergir implica que dk+1 = dk. Portanto, ao convergir dk = L∗out. Como
resultado, o Teorema 1 implica que ηk deve ser igual a solução de (3.4), e a prova
está concluída.
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3.3.1 Generalização dos algoritmo com agregação temporal

distribuída para Processos de Decisão de Markov com

custo médio

Nesta seção, será apresentada uma generalização do Algoritmo 5. Conforme pode
ser visualizado no pseudocódigo 6, o novo algoritmo proposto nesta seção possui
uma estrutura mais flexível em relação à etapa de melhoria de política aplicada
aos múltiplos subconjuntos da partição. Contudo, o Algoritmo 6 ainda guarda a
essência do Algoritmo 5, no sentido de preservar a monotonicidade na aplicação da
Eq. (3.25) em cada iteração, o que garante a convergência, conforme demonstrado
no Teorema 6.

Algoritmo 6 Algoritmo de Agregação Temporal de Duas Fases Distribuído e Generali-
zado
1: Particione o espaço de estados em n subconjuntos disjuntos {B1, · · · , Bn}
2: Para cada l ∈ {1, 2, . . . , n}, Fl = {j ∈ Bl : ∃ i /∈ Bl e∃ a ∈ A(i) tal que paij > 0}, Il = Bl \ Fl.
3: Escolha uma política inicial arbitrária Lint = d0, d0 ∈ Lint e uma tolerância ε
4: k ← 0, er ←∞, η0 ←∞, d̄0 = d0, ηlk =∞, 1 ≤ l ≤ n, Bestη ←∞
5: while |er| > ε do
6: dk+1 = d̄k, ηk+1 ← Bestη , k ← k + 1
7: Sweep = ∅
8: while Sweep 6= {1, . . . , n} do
9: Selecione l do conjunto {1, . . . , n} e faça Sweep = Sweep ∪ l

10: Utilize a Eq. (3.9) para encontrar o par (V ∗d , η
∗
d) que resolve o problema agregado (3.5), com d = d̄k.

Faça ηlk = η∗d e V lk(i) = V ∗d (i), ∀i ∈ F
11: Bestη = min{Bestη , ηlk}
12: Utilize o Lema 3 para encontrar a função valor V lk(i) = V

Ld̄k (i), i ∈ Il do PDM original.
13: Para cada i ∈ Il tal que

f(i, d̄k(i)) +
∑

j∈Il∪F
p
d̄k(i)
ij V lk(i), ∀i ∈ Il > arg min

a∈A(i)

f(i, a) +
∑

j∈Il∪F
paijV

l
k(i)


selecione uma ação d̄k(i) = a, a ∈ A(i) tal que

f(i, a) +
∑

j∈Il∪F
paijV

l
k(i) < f(i, d̄k(i)) +

∑
j∈Il∪F

p
d̄k(i)
ij V lk(i)

14: Utilize a nova melhor política em Il para gerar o novo problema agregado com Lout = d̄k. Isto significa
atualizar (3.20)-(3.22) para todos os pares estado-ação (i, a), i ∈ Fl, a ∈ A(i), mantendo hf (i, a), h1(i, a), p̃aij
inalterado para todos os pares estado-ação restantes, i.e., para todos os pares (i, a) : i /∈ Fl.

15: end while
16: er ← ηnk − ηk
17: end while

Na sequência, será provada a convergência do Algoritmo 6 e serão discutidas suas
propriedades e diferenças em relação ao Algoritmo 5.

Teorema 7. Algoritmo 6 termina em uma política ótima para o problema (3.4).

Demonstração. Os argumentos são similares àqueles do Teorema 6. Uma vez que
a etapa de melhoria de política - Passo 13 do Algoritmo 6 seleciona uma política
melhor sempre que possível, decorre do (CAO, 1998, Lemma 2) que ηlk ≤ Bestη a
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cada iteração do Passo 13. Portanto:

ηk+1 ≤ ηk, k ≥ 0.

Isto implica que o algoritmo converge em tempo finito dado que o espaço de estados e
o espaço de ações são finitos. Portanto, existe um número finito de política possíveis
de serem escolhidas e o custo médio de longo prazo não pode melhorar para sempre.

Para provar que o algoritmo converge para a política ótima, basta verificar que o
Passo 8 percorre, necessariamente, todo subconjunto Il, l = {1, . . . , n} e, portanto,
ao convergir, pelo menos uma etapa de melhoria de política terá sido aplicada para
todos os estados i ∈ F c, sem mudar a solução inicial. Agora, seja dk a política do
subconjunto F c ao convergir. Suponha que dk 6= L∗out, em que

L∗out(i) = L∗(i), ∀i ∈ F c,

para uma política L∗ que resolva (3.4). Então dk+1(i) = d̄k(i) 6= dk(i) para pelo me-
nos um i ∈ F c em (3.25), o que contradiz a hipótese inicial, uma vez que convergir
implica que dk+1 = dk. Portanto, ao convergir, obtém-se dk = Lout. Consequente-
mente, Teorema 1 implica que ηk precisa ser igual à solução de (3.4), e a prova está
concluída.

Observação 3. Uma diferença importante entre os Algoritmos 5 e 6 é que, enquanto
o Algoritmo 5 realiza uma única etapa de busca local em cada subconjunto Il, 1 ≤ l ≤
n por iteração, o Algoritmo 6 permite procedimentos de busca local mais gerais, que
podem explorar com mais frequência regiões do espaço de estados mais promissoras.
É possível, por exemplo, realizar buscas locais mais frequentes em subconjuntos Il que
sejam visitados mais frequentemente ao seguir uma política, visto que estes estados
possivelmente possuem um impacto maior no custo médio de longo prazo. Outra
possibilidade é aplicar estratégias heurísticas como as usadas em aprendizado por
reforço, tais como varredura priorizada (MOORE e ATKESON, 1993, KIM, 2022).
É válido, contudo, observar que a estratégia de busca no Passo 7 do Algoritmo 5 é
um caso particular de uma classe de estratégias do Passo 8 do Algoritmo 6.

Outra importante diferença é que a etapa de melhoria de política no Passo 13
do Algoritmo 6 é mais geral e permite uma configuração mais flexível. Isso ocorre
porque ele se concentra no requisito de que cada nova política melhore a atual, in-
dependentemente de como essa nova política é selecionada. É válido destacar que a
melhoria de política do Passo 8 do Algoritmo 5 é um caso particular da classe de
estratégias do Passo 13 do Algoritmo 6.
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Capítulo 4

Aplicação a um problema de
produção e gestão de estoque

A fim de ilustrar a aplicabilidade dos algoritmos propostos, esta seção replica o
problema de produção e gestão de estoques explicitado em (ARRUDA e FRAGOSO,
2015). O problema consiste em uma única máquina que pode produzir apenas um
único produto por vez dentre três produtos possíveis. Contudo, a máquina pode
trocar de produto sem nenhum custo. Sempre que uma nova demanda chega ou a
produção de um produto termina, o responsável pode decidir continuar a fabricação
do mesmo produto, fabricar um novo produto ou parar completamente a produção.
Se a produção estiver interrompida, o responsável decidirá se manterá a produção
interrompida ou se retomará a produção de algum produto.

Seja o nível de estoque de cada produto uma variável inteira no intervalo
{−100, . . . , 25}. Isto significa que a quantidade máxima de déficit de estoque per-
mitida para cada produto é de 100 unidades e nenhum pedido adicional é aceito
quando este nível de déficit for atingido. Por outro lado, a quantidade máxima de
produto em estoque permitida é de 25 unidades. Portanto, o espaço de estados S
é composto de 1263 ≈ 2 · 106 elementos, cada um correspondendo a uma possível
combinação da quantidade de falta ou estoque de cada um dos três produtos.

Suponha que as demandas dos produtos 1, 2 e 3 seguem uma distribuição de
Poisson com taxas 3, 2 e 1, respectivamente. Por outro lado, os tempos de produção
seguem uma distribuição exponencial com taxa µ = 8. Considere também que cada
pedido é composto por um único item e a fábrica pode continuar a produção mesmo
que não haja nenhum consumidor esperando. O custo de estocagem ou falta é dado
por:

f(x) = |x1|+ 2|x2|+ 3|x3|,

em que x1, x2 e x3 correspondem à quantidade em estoque ou falta dos produtos 1,
2 e 3, respectivamente. O objetivo é encontrar a política L∗ que minimiza o custo
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médio e satisfaça (3.4). Para executar os experimentos, foi utilizado um notebook
com processador Intel Core i3 com 2.30 GHz, memória RAM de 4 GB, sistema
operacional Windows 10 e a linguagem de programação C++ (PRATA, 2001). A
tolerância utilizada foi de 0.001, isto é, ε = 0.001 no Passo 5 dos Algoritmos 5 e 6.

4.1 Método de Particionamento

Para resolver o problema, foi aplicado um método de particionamento em que
o número de agrupamentos é igual ao número de produtos, sendo os subconjuntos
{C1, C2, C3} definidos como:

C1 = x ∈ S : x1 ≤ x2, ex1 ≤ x3;

C2 = x ∈ S : x1 > x2, ex2 ≤ x3;

C3 = S \ {C1 ∪ C2}.
(4.1)

A lógica é dividir o espaço de estados conforme o produto com o menor nível de
estoque. Em caso de empate, isto é, se em um determinado estado, dois ou mais
produtos tiverem o mesmo nível de estoque, o estado pertencerá ao subconjunto
com o menor índice.

4.2 Resultados

Inicialmente, o problema foi resolvido utilizando os clássicos algoritmos Itera-
ção de Política (IP) e Iteração de Valor Relativo (IVR), bem como o algoritmo de
Agregação Temporal de Duas Fases (AT2F) (ARRUDA e FRAGOSO, 2015). Estes
três algoritmos atuarão como referências para os algoritmos propostos neste traba-
lho. Para o algoritmo Agregação Temporal em Duas Fases, o subconjunto F foi
composto pelos estados cuja falta ou estoque dos 3 produtos estivessem no intervalo
[−10, 9], isto é, F := {x ∈ S : −10 ≤ x1 ≤ 9,−10 ≤ x2 ≤ 9,−10 ≤ x3 ≤ 9}. O
tempo de convergência e o número de iterações de cada algoritmo estão explicitados
na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Resultado computacional
Algoritmo Custo médio Tempo It.

IP 3,40952 19.993 s 14
IVR 3,40952 5.972 s 1.290
AT2F 3,40955 8.199 s 5

A Tabela 4.1 mostra que o Iteração de Valor Relativo foi o algoritmo mais rápido
dentre os três algoritmos mais clássicos. Portanto, este será utilizado junto com o

55



algoritmo de Agregação Temporal de Duas Fases como referência para efeito de
comparação com os algoritmos novos propostos nesta Tese.

4.2.1 Resultados dos Algoritmos Novos Propostos

Nesta seção, serão discutidos os resultados computacionais obtidos ao aplicar
os algoritmos novos propostos nesta Tese utilizando o método de particionamento
descrito na Seção 4.1 para resolver o problema de produção e gestão de estoque
anteriormente descrito.

A partir das Tabelas 4.1 e 4.2, é possível verificar que o algoritmo Agregação
Temporal de Duas Fases Distribuído (AT2FD) - Algoritmo 5 - foi mais lento que
o algoritmo Agregação Temporal de Duas Fases. De fato, o algoritmo Agregação
Temporal Duas Fases Distribuído demorou 10.815s para convergir, enquanto que o
algoritmo Agregação Temporal Duas Fases levou 8.199s. Uma possível explicação
para este resultado é que o número necessário de avaliações da cadeia embutida no
Passo 8 do Algoritmo 5 é maior. Isto ocorre, pois sempre que a política dos estados
de um subconjunto l for atualizada no Passo 7, será necessário resolver novamente
a cadeia embutida.

Para amenizar este efeito, foi fixado em 25 o número máximo de iterações no
Passo 8. Esta nova versão do algoritmo foi denominada Agregação Temporal Duas
Fases Distribuído e Modificado (AT2FDM). Conforme pode ser visualizado na Ta-
bela 4.2, limitar o número de iterações em 25 na avaliação da cadeia embutida teve
um impacto significativo no tempo para a convergência, reduzindo-o para apenas
470 segundos.

Tabela 4.2: Resultado computacional
Algoritmo Custo médio Tempo It.

AT2F Distribuído (AT2FD) 3,40953 10.815 s 4
AT2F Distribuído e Modificado (AT2FDM) 3,40963 470 s 5

AT2F Distribuído, Priorizado e Modificado (AT2FDPM) 3,40963 461 s 5
AT2F Distribuído, Focalizado e Modificado (AT2FDFM) 3,40977 378 s 4

AT2F Distribuído, Priorizado, Focalizado e Modificado (AT2FDPFM) 3,40977 331 s 4

Outro aspecto importante a ser avaliado é se o tempo até a convergência é influ-
enciado pela ordem em que os subconjuntos são atualizados. Em face do exposto,
foi implementada outra variação do algoritmo 6, denominada Agregação Temporal
Duas Fases Distribuído, Priorizado e Modificado (AT2FDPM). O termo priorizado
indica que uma regra de priorização determina qual subconjunto terá a política de
seus estados atualizada primeiro. Neste experimento, a ordem de priorização foi
estabelecida de acordo com o método de particionamento proposto na Seção 4.1.
Desse modo, o subconjunto mais prioritário é o subconjunto C1, pois o produto 1 é
o produto com maior taxa de demanda. O segundo subconjunto mais prioritário é o
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subconjunto C3 visto que o produto 3 é o produto com maior custo de estocagem e
falta. O último subconjunto é o subconjunto C2 - ver Eq. (4.1) para a definição dos
subconjuntos. Contudo, conforme exposto na Tabela 4.2, a ordem em que os sub-
conjuntos são atualizados tem um efeito pequeno no tempo para convergência, que
decresceu para apenas 461s. Uma possível explicação é que a diferença entre as taxas
de demanda e os custos de falta e estocagem dos 3 produtos não é tão significativa
a ponto da priorização de subconjuntos reduzir muito o tempo computacional.

Por último, foi testado se o tempo até a convergência diminuiria com a inclusão
em F dos estados que se espera que sejam os mais visitados. A partir daí, foi elabo-
rado um novo algoritmo denominado Agregação Temporal Duas Fases Distribuído,
Focalizado e Modificado (AT2FDFM). O termo focalizado significa que os estados
mais próximos do nível de estocagem zero foram adicionados ao subconjunto F , visto
que espera-se que esses estados sejam visitados mais frequentemente. Assim como
no algoritmo de Agregação Temporal de Duas Fases tradicional, foram adicionados
ao subconjunto F os estados cujos estoques de todos os produtos estivessem no in-
tervalo [−10, 9], i.e, F := {x ∈ S : −10 ≤ x1 ≤ 9,−10 ≤ x2 ≤ 9,−10 ≤ x3 ≤ 9}.
Conforme pode ser visualizado na Tabela 4.2, adicionar estes estados ao subconjunto
F levou a uma redução no tempo de convergência, alcançando 378 segundos.

Ainda de acordo com a Tabela, combinar as abordagens focalizada e priorizada
em um mesmo algoritmo denominado Agregação Temporal Duas Fases Distribuído,
Priorizado, Focalizado e Modificado (AT2FDPFM) gerou o melhor tempo compu-
tacional, convergindo em apenas 331 segundos, aproximadamente 4,0% do tempo
de convergência do algoritmo Agregação Temporal Duas Fases (5,5% do tempo de
convergência do Iteração de Valor Relativo e 1,7% do tempo de convergência do
Iteração de Política, conforme a Tabela 4.1).

4.2.2 Outros Métodos de Particionamento Testados

Nesta seção, serão apresentados os resultados computacionais obtidos ao apli-
car os algoritmos novos propostos nesta Tese utilizando outros dois métodos de
particionamento para resolver o mesmo problema de produção e gestão de estoque
anteriormente descrito. Primeiramente, serão apresentados os resultados obtidos
utilizando a soma absoluta dos estoques dos três produtos.

Soma Absoluta dos Estoques

Este método de particionamento consiste em dividir o espaço de estados em 3
subconjuntos utilizando a soma absoluta dos estoques dos três produtos. Conforme
detalhado anteriormente, o nível de estoque de cada produto é uma variável inteira
no intervalo {−100, . . . , 25} de modo que a soma absoluta dos estoques dos produtos
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varia de 0 a 300. Sendo Z = |x1| + |x2| + |x3|, o espaço de estados foi dividido da
seguinte maneira:

C1 = x ∈ S : 0 ≤ Z < 100;

C2 = x ∈ S : 100 ≤ Z < 200;

C3 = S \ {C1 ∪ C2}.
(4.2)

Os resultados computacionais obtidos ao aplicar os algoritmos novos propostos
utilizando o método de particionamento proposto nesta seção pode ser visualizado
na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Resultado computacional
Algoritmo Custo médio Tempo It.

AT2F Distribuído (AT2FD) 3,40952 29.720 s 13
AT2F Distribuído e Modificado (AT2FDM) 3,40948 744 s 8

AT2F Distribuído, Priorizado e Modificado (AT2FDPM) 3,40979 324 s 4
AT2F Distribuído, Focalizado e Modificado (AT2FDFM) 3,40977 435 s 4

AT2F Distribuído, Priorizado, Focalizado e Modificado (AT2FDPFM) 3,40977 423 s 4

A partir das Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, é possível verificar que, utilizando o método
da soma absoluta dos estoques, o algoritmo AT2FD ficou ainda mais lento que o
algoritmo Agregação Temporal Duas Fases. De fato, o algoritmo AT2FD demorou
29.720s para convergir, enquanto que o algoritmo Agregação Temporal Duas Fases
levou 8.199s. Conforme já explicado na seção anterior, uma possível explicação para
este resultado é que o número necessário de avaliações da cadeia embutida no Passo
8 do Algoritmo 5 é maior. Isto ocorre uma vez que sempre que a política dos estados
de um subconjunto l for atualizada no Passo 7, será necessário resolver novamente
a cadeia embutida.

Adicionalmente, repare que o algoritmo AT2FD desempenhou melhor com o
particionamento do menor produto em estoque. Uma possível explicação para este
melhor desempenho computacional é o fato de que o particionamento do menor
produto em estoque gerar subconjuntos com cardinalidades mais próximas, conforme
pode ser visualizado na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Cardinalidade dos Subconjuntos
Subconjuntos Menor Produto em Estoque Soma Absoluta dos Estoques

C1 674.751 615.125
C2 666.750 1.198.575
C3 658.875 186.676

Em contrapartida, o algoritmo AT2FDM, mesmo utilizando o particionamento
da soma absoluta dos estoques, convergiu em apenas 744 segundos. Este resultado
mostra mais uma vez que limitar em 25 o número máximo de iterações no Passo
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8 contribuiu significativamente para redução do tempo para a convergência. Con-
tudo, vale lembrar que o mesmo algoritmo utilizando o particionamento do menor
produto em estoque convergiu ainda mais rápido (470s). Mais uma vez, o fato
deste particionamento gerar subconjuntos com cardinalidades semelhantes pode ser
uma explicação para o algoritmo AT2FDM ter apresentado um melhor desempenho
computacional com este particionamento.

Com relação ao algoritmo AT2FDPM, a ordem de priorização adotada foi a se-
guinte: as políticas dos subconjuntos foram atualizadas em ordem crescente da soma
absoluta dos estoques dos três produtos. Desse modo, a ordem de priorização foi
C1, C2 e C3. Comparando as Tabelas 4.2 e 4.3, vemos que com o método de par-
ticionamento da soma absoluta dos estoque, a ordem em que os subconjuntos são
atualizados teve um efeito considerável no tempo para convergência, que decresceu
para 324s. Além disso, o algoritmo AT2FDPM ficou ainda mais rápido utilizando
o particionamento da soma absoluta dos estoques. Uma provável explicação é a
composição dos subconjuntos. Perceba que no método de particionamento do me-
nor produto em estoque, os estados com estoques próximos de zero estão dispersos
entre os três subconjuntos. Por outro lado, no método de particionamento da soma
absoluta dos estoques, os estados próximos de zero estão concentrados no mesmo
subconjunto C1, que é o primeiro subconjunto na ordem de priorização. Como os
estados mais próximos de zero tendem a ser os mais visitados, atualizar a política
destes estados primeiro contribui para acelerar o algoritmo.

Por último, vale destacar que, utilizando o método da soma absoluta dos esto-
ques, o algoritmo AT2FDPFM apresentou um desempenho pior do que o algoritmo
AT2FDPM. Este resultado foi diferente quando utilizado o método de particiona-
mento do menor produto em estoque. Uma provável explicação é que no algoritmo
AT2FDPFM, além dos estados de fronteira, são adicionados à cadeia de Markov em-
butida, os estados cujos estoques de todos os produtos estejam no intervalo [−10, 9].
Deste modo, a cadeia de Markov embutida gerada pelo algoritmo AT2FDPFM pos-
sui uma cardinalidade maior do que a cadeia de Markov embutida gerada pelo
algoritmo AT2FDPM. Assim, é possível que esta quantidade adicional no número
de estados da cadeia embutida tenha anulado os ganhos obtidos ao priorizar os sub-
conjuntos, até porque, os estados acrescentados à cadeia embutida já fazem parte
do subconjunto prioritário.

Soma dos Estoques

Este método de particionamento consiste em dividir o espaço de estados em 3
subconjuntos utilizando a soma dos estoques dos três produtos. Conforme detalhado
anteriormente, o nível de estoque de cada produto é uma variável inteira no intervalo
{−100, . . . , 25} de modo que a soma dos estoques dos produtos varia de −300 a 75.
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Sendo Z = x1 + x2 + x3, o espaço de estados foi dividido da seguinte maneira:

C1 = x ∈ S : −300 ≤ Z < −175;

C2 = x ∈ S : −175 ≤ Z < −50;

C3 = S \ {C1 ∪ C2}.
(4.3)

Os resultados computacionais obtidos ao aplicar os algoritmos novos propostos
utilizando o método de particionamento proposto nesta seção pode ser visualizado
na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Resultado computacional
Algoritmo Custo médio Tempo It.

AT2F Distribuído (AT2FD) 3,40952 34.570 s 14
AT2F Distribuído e Modificado (AT2FDM) 3,40948 712 s 8

AT2F Distribuído, Priorizado e Modificado (AT2FDPM) 3,40979 323 s 4
AT2F Distribuído, Focalizado e Modificado (AT2FDFM) 3,40958 611 s 6

AT2F Distribuído, Priorizado, Focalizado e Modificado (AT2FDPFM) 3,40977 371 s 4

A partir das Tabelas 4.1, 4.2 e 4.5, é possível verificar que, utilizando o método
da soma dos estoques, o algoritmo AT2FD ficou muito mais lento que o algoritmo
Agregação Temporal de Duas Fases. De fato, o algoritmo AT2FD demorou 34.570s

para convergir, enquanto que o algoritmo Agregação Temporal Duas Fases levou
8.199s. Também, é possível observar que o algoritmo AT2FD continuou desempe-
nhando melhor com o particionamento do menor produto em estoque. Mais uma
vez, uma possível explicação para este melhor desempenho computacional é o fato
de que o particionamento do menor produto em estoque gera subconjuntos com
cardinalidades mais próximas, conforme pode ser visualizado na Tabela 4.4.

Tabela 4.6: Cardinalidade dos Subconjuntos
Subconjuntos Menor Produto em Estoque Soma Absol. dos Estoques Soma dos Estoques

C1 674.752 615.125 333.375
C2 666.759 1.198.575 1.325.625
C3 658.875 186.676 341.376

Em contrapartida, o algoritmo AT2FDM, utilizando o particionamento da soma
dos estoques, convergiu em apenas 712 segundos. Este resultado mostra mais uma
vez que limitar em 25 o número máximo de iterações no Passo 8 contribuiu signi-
ficativamente para redução do tempo para a convergência. Contudo, vale destacar
que o mesmo algoritmo utilizando o particionamento do menor produto em estoque
convergiu ainda mais rápido (470s). Mais uma vez, o fato deste particionamento
gerar subconjuntos com cardinalidades semelhantes pode ser uma explicação para
o algoritmo AT2FDM ter apresentado um melhor desempenho computacional com
este particionamento.
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Com relação ao algoritmo AT2FDPM, a ordem de priorização adotada foi a
seguinte: as políticas dos subconjuntos foram atualizadas em ordem crescente da
soma dos estoques dos três produtos. Deste modo, a ordem de priorização foi C3,
C2, C1. Conforme, pode ser visualizado na Tabela 4.5, este algoritmo com o método
de particionamento da soma dos estoque foi o que apresentou o menor tempo para
a convergência. Comparando as Tabelas 4.2 e 4.5, vemos que com o método de
particionamento da soma dos estoque, a ordem em que os subconjuntos são atuali-
zados teve um efeito considerável no tempo para convergência, que decresceu para
323s, praticamente o mesmo desempenho do algoritmo com o particionamento da
soma absoluta. Uma provável explicação é a composição dos subconjuntos. Perceba
que no método de particionamento do menor produto em estoque, os estados com
estoques próximos de zero estão dispersos entre os três subconjuntos. Por outro
lado, no método de particionamento da soma dos estoques, os estados próximos de
zero estão concentrados no mesmo subconjunto C3, que é o primeiro subconjunto
na ordem de priorização. Como os estados mais próximos de zero tendem a ser os
mais visitados, atualizar a política destes estados primeiro contribui para acelerar o
algoritmo.

Por último, vale destacar que, utilizando o método da soma dos estoques, o algo-
ritmo AT2FDPFM apresentou um desempenho pior do que o algoritmo AT2FDPM.
Este resultado foi diferente quando utilizado o método de particionamento do me-
nor produto em estoque, mas semelhante ao resultado obtido quando utilizado o
particionamento da soma absoluta. Uma provável explicação é que no algoritmo
AT2FDPFM, além dos estados de fronteira, são adicionados à cadeia de Markov em-
butida, os estados cujos estoques de todos os produtos estejam no intervalo [−10, 9].
Deste modo, a cadeia de Markov embutida gerada pelo algoritmo AT2FDPFM pos-
sui uma cardinalidade maior do que a cadeia de Markov embutida gerada pelo
algoritmo AT2FDPM. Assim, é possível que esta quantidade adicional no número
de estados da cadeia embutida tenha anulado os ganhos obtidos ao priorizar os sub-
conjuntos, até porque, os estados acrescentados à cadeia embutida já fazem parte
do subconjunto prioritário.

Pela análise dos resultados disponibilizados nas Tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.5, é
possível verificar que, à exceção do algoritmo AT2FDPM, o particionamento do me-
nor produto em estoque tender a ser mais eficiente que os demais particionamentos.
Possivelmente, isto se deve ao fato do método do menor produto em estoque gerar
subconjuntos com cardinalidades mais próximas. Em virtude disso, na próxima se-
ção será analisado como os algoritmos novos propostos, utilizando o particionamento
do menor produto em estoque, evoluem, iteração a iteração, até atingir a solução
ótima.
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4.2.3 Evolução até a proximidade da solução ótima

Nesta seção será analisado como os algoritmos novos propostos, utilizando o
particionamento do menor produto em estoque, convergem para a solução ótima. A
Tabela 4.7 mostra, para cada algoritmo implementado, a evolução do custo médio
a cada iteração.

Tabela 4.7: Evolução de custo médio
Tempo em segundos (Custo médio)

It. IP AT2P AT2PD AT2PDM AT2PDPM AT2PDFM AT2PDPFM

1 2.577
(60,8539)

2.332
(3,4887)

4.613
(3,4192)

83
(3,5615)

80
(3,5615)

89
(3,4375)

84
(3,4375)

2 3.924
(52,0270)

3.969
(3,4138)

6.858
(3,4163)

179
(3,4156)

169
(3,4156)

183
(3,4188)

167
(3,4188)

3 5.871
(41,5221)

5.465
(3,4127)

9.061
(3,4096)

280
(3,4142)

265
(3,4142)

280
(3,4107)

247
(3,4107)

4 7.055
(25,9269)

6.906
(3,4096)

10.815
(3,4096)

375
(3,4102)

358
(3,4102)

378
(3,4098)

331
(3,4098)

5 8.811
(26,5572)

8.198
(3,4096) - 470

(3,4096)
461

(3,4096) - -

6 10.110
(22,7465) - - - - - -

7 11.664
(13,3264) - - - - - -

8 12.996
(11,6875) - - - - - -

9 14.563
(6,3609) - - - - - -

10 15.825
(5,8927) - - - - - -

11 17.302
(3,5493) - - - - - -

12 18.604
(3,4173) - - - - - -

13 19.723
(3,4095) - - - - -

14 19.993
(3,4095) - - - - - -

É possível notar na Tabela 4.7 que o algoritmo de Iteração de Política é o que
se aproxima mais lentamente da solução ótima. De fato, o algoritmo de Iteração
de Política precisa de 14 iterações, e aproximadamente 20.000 segundos para con-
vergir e 18.604 segundos para se aproximar da solução ótima. Em contrapartida, o
algoritmo de Agregação Temporal de Duas Fases apresentou um desempenho signi-
ficativamente superior ao aproximar da solução ótima em apenas 2 iterações e 3.968

segundos, visto que este algoritmo se concentra apenas nos estados do subconjunto
F . Pela mesma razão, o algoritmo Agregação Temporal Duas Fases Distribuído se
aproxima da solução ótima em, aproximadamente, 4.613s.

Por outro lado, os demais algoritmos com o termo modificado em seu nome
levaram aproximadamente 3 minutos para se aproximar da solução ótima. Estes
resultados destacam a eficiência da abordagem proposta, que combina uma busca
local no subconjunto F com passos de melhoria de política distribuída dentro dos
subconjuntos em F c.

No próximo capítulo será avaliado como os algoritmos novos performaram em
outro exemplo diferente do anterior no contexto de gestão de filas, utilizando um
método de particionamento análogo ao método do menor produto em estoque, visto
que este método trouxe os resultados mais satisfatórios e encorajadores.
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Capítulo 5

Aplicação a um problema de
gerenciamento de filas

Esta seção apresenta os resultados obtidos ao aplicar os algoritmos novos pro-
postos a um problema de gestão de filas apresentado em (VEATCH, 2001). Neste
problema, os clientes chegam segundo uma distribuição de Poisson com taxa 1 e são
direcionados para atendimento em um dos três servidores disponíveis, cada um com
sua própria fila. Portanto, a cada chegada de um novo cliente, deve-se decidir para
qual fila direcioná-lo.

Seja o tamanho da fila de cada servidor uma variável inteira no intervalo
{0, . . . , 150}. Isto significa que a quantidade máxima de clientes na fila permi-
tida para cada servidor é 150 e nenhum cliente adicional é aceito quando este nível
é atingido. Portanto, o espaço de estados S é composto de 1513 ≈ 3 · 106 elementos,
cada um correspondendo a uma possível combinação da quantidade de clientes na
fila de cada um dos três servidores. Suponha que as taxas de produção de todos os
servidores sigam uma distribuição de Exponencial com taxas 0,5 para os servidores
1 e 2, e taxa 1,5 para o servidor 3. Considere também que o custo do estado do
sistema é dado por:

f(x) = x1 + 2x2 + 4x3,

em que x1, x2 e x3 correspondem ao tamanho da fila nos servidores 1, 2 e 3, respecti-
vamente. O objetivo é encontrar a política L∗ que minimiza o custo médio e satisfaça
(3.4). Para executar os experimentos, foi utilizado um notebook com processador
Intel Core i3 com 2.30 GHz, memória RAM de 4 GB, sistema operacional Windows
10 e a linguagem de programação C++ (PRATA, 2001). A tolerância utilizada foi
de 0.001, isto é, ε = 0.001 no Passo 5 dos Algoritmos 5 e 6.
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5.1 Método de Particionamento

Para resolver o problema de gestão de filas descrito nesta seção, foi aplicado
um método de particionamento análogo ao método de particionamento do menor
produto em estoque. Assim, o método utilizado neste capítulo divide o espaço de
estados em uma quantidade de subconjuntos igual ao número de servidores, sendo
os subconjuntos {C1, C2, C3} definidos como:

C1 = x ∈ S : x1 ≤ x2, ex1 ≤ x3;

C2 = x ∈ S : x1 > x2, ex2 ≤ x3;

C3 = S \ {C1 ∪ C2}.
(5.1)

A lógica é dividir o espaço de estados conforme o servidor com a menor fila. Em
caso de empate, isto é, se em um determinado estado, dois ou mais servidores terem
o mesmo tamanho de fila mais curta, o estado pertencerá ao subconjunto com o
menor índice.

5.2 Resultados

Os resultados obtidos utilizando os clássicos algoritmos Iteração de Política (IP)
e Iteração de Valor Relativo (IVR), bem como o algoritmo de Agregação Temporal
de Duas Fases (AT2F) (ARRUDA e FRAGOSO, 2015) estão dispostos na Tabela
5.1. Mais uma vez, estes três algoritmos atuarão como referências para os algoritmos
propostos neste trabalho. Para o algoritmo Agregação Temporal em Duas Fases, o
subconjunto F foi composto pelos estados cujo tamanho da filas dos 3 servidores fosse
igual ou menor a 9, isto é, F := {x ∈ S : 0 ≤ x1 ≤ 9, 0 ≤ x2 ≤ 9, 0 ≤ x3 ≤ 9}. O
tempo de convergência e o número de iterações de cada algoritmo estão explicitados
na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Resultado computacional
Algoritmo Custo médio Tempo It.

IP 3,00022 6.109 s 4
IVR 3,00022 2.038 s 866
AT2F 3,00022 3.406 s 2

A Tabela 5.1 mostra que o Iteração de Valor Relativo foi o algoritmo mais rápido
dentre os três algoritmos mais clássicos. Portanto, este será utilizado junto com o
algoritmo de Agregação Temporal em Duas Fases como referência para efeito de
comparação com os algoritmos novos propostos nesta Tese.
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5.2.1 Resultados dos Algoritmos Novos Propostos

Nesta seção, serão discutidos os resultados computacionais obtidos ao aplicar os
algoritmos novos propostos nesta Tese, utilizando o método de particionamento des-
crito na Seção 5.1 para resolver o problema de gestão de filas descrito anteriormente.

Tabela 5.2: Resultado computacional
Algoritmo Custo médio Tempo It.

AT2F Distribuído (AT2FD) 3,00022 5.043 s 2
AT2F Distribuído e Modificado (AT2FDM) 3,00022 321 s 2

AT2F Distribuído, Priorizado e Modificado (AT2FDPM) 3,00022 308 s 2
AT2F Distribuído, Focalizado e Modificado (AT2FDFM) 3,00022 292 s 2

AT2F Distribuído, Priorizado, Focalizado e Modificado (AT2FDPFM) 3,00022 288 s 2

A partir das Tabelas 5.1 e 5.2, é possível verificar que o algoritmo de Agregação
Temporal Duas Fases Distribuído (AT2FD) - Algoritmo 5 - novamente foi mais lento
que o algoritmo de Agregação Temporal Duas Fases. De fato, o algoritmo Agrega-
ção Temporal Duas Fases Distribuído demorou 5.043s para convergir, enquanto que
o algoritmo Agregação Temporal Duas Fases levou 3.406s. Este fato reforça a ex-
plicação de que o número necessário de avaliações da cadeia embutida no Passo 8
do Algoritmo 5 torna este algoritmo mais lento, visto que sempre que a política
dos estados de um subconjunto l for atualizada no Passo 7, será necessário resolver
novamente a cadeia embutida.

Para amenizar este efeito, mais uma vez foi fixado em 25 o número máximo de
iterações no Passo 8 do algoritmo AT2FDM. Também, conforme pode ser visualizado
na Tabela 5.2, mais uma vez, limitar o número de iterações em 25 na avaliação
da cadeia embutida teve um impacto significativo no tempo para a convergência,
reduzindo-o para apenas 321 segundos.

Com relação ao algoritmo AT2FDPM, a ordem de priorização adotada foi a
seguinte: o subconjunto mais prioritário é o subconjunto C3, pois o servidor 3 é o
servidor com a maior taxa de produção. O segundo subconjunto mais prioritário
é o subconjunto C2 visto que o servidor 2 possui maior custo do que o servidor
1. O último subconjunto é o subconjunto C1 - ver Eq. (5.1) para a definição dos
subconjuntos. Conforme exposto na Tabela 4.2, a ordem em que os subconjuntos
são atualizados novamente reduziu o tempo para convergência para 308s.

Contudo, o algoritmo AT2FDFM, mais uma vez, apresentou um tempo compu-
tacional ainda menor. No algoritmo AT2FDFM, foram adicionados ao subconjunto
F os estados cujas filas de todos os servidores estivessem no intervalo [0, 9], i.e,
F := {x ∈ S : 0 ≤ x1 ≤ 9, 0 ≤ x2 ≤ 9, 0 ≤ x3 ≤ 9}. Conforme pode ser visualizado
na Tabela 5.2, adicionar estes estados ao subconjunto F levou a uma redução no
tempo de convergência, alcançando 292 segundos. Ainda de acordo com a Tabela,
combinar as abordagens focalizada e priorizada no algoritmo AT2FDPFM gerou
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o melhor tempo computacional, convergindo em apenas 288 segundos, aproxima-
damente 8,5% do tempo de convergência do algoritmo Agregação Temporal Duas
Fases (14,1% do tempo de convergência do Iteração de Valor Relativo e 4,7% do
tempo de convergência do Iteração de Política, conforme a Tabela 4.1).

Apesar dos resultados promissores encontrados com os métodos de particiona-
mento do menor produto em estoque e o servidor com menor fila, no próximo ca-
pítulo, será proposto mais um novo esquema de particionamento em que é possível
combinar os Algoritmos de Agregação Temporal em Duas Fases Distribuído com
abordagens de programação dinâmica aproximada e aprendizado por reforço.
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Capítulo 6

Um novo esquema de
particionamento para um algoritmo
aproximado

Nesta seção, será introduzido um esquema de particionamento que segue a De-
finição 1 e utiliza o Teorema de Foster. Com este novo esquema particionamento, é
possível combinar a classe de algoritmos Agregação Temporal em Duas Fases Dis-
tribuído com abordagens de programação dinâmica aproximada ou aprendizado por
reforço. Desse modo, será possível resolver problemas de alta dimensionalidade com
menor tempo computacional à custa de obter um custo aproximado e não exato.
Os resultados detalhados que sustentam o esquema de particionamento proposto
podem ser encontrados no Apêndice A.

Apresentado na Hipótese 1, o Teorema de Foster estabelece condições suficientes
para recorrência positiva de uma cadeia de Markov, garantindo que a cadeia de
Markov controlada seja ergódica sob qualquer política viável (veja (FOSTER, 1953)
e (BRÉMAUD, 2020, Teorema 7.1.1, página 227)), mesmo que a cardinalidade do
espaço de estados seja muito grande.

Hipótese 1 (Condição de Foster). Assuma que para qualquer política viável L ∈ L,
existe uma função Foster-Lyapunov g : S → Z+, em que Z+ é o conjunto de números
inteiros não negativos, de modo que:∑

j∈S

pLijg(j) <∞, i ∈ S1∑
j∈S

pLijg(j) ≤ g(i)− ε, i /∈ S1,

max
i∈S1

g(i) < min
j /∈S1

g(j),

(6.1)

para algum conjunto finito S1 ⊂ S e escalar ε > 0.

67



O Teorema 8 do Apêndice A prova que, sob a Hipótese 1, a probabilidade esta-
cionária de que g(Xt) seja maior que um dado limite σ̄ decresce exponencialmente
à medida que σ̄ aumenta - se o processo Xt, t ≥ 0 evolui fora de uma região S1.
Assim, será proposto um esquema de particionamento em função de g(·), que pode
ser aplicado a problemas com espaços de estados com cardinalidade muito grande.

Definição 2 (Esquema de particionamento com subconjuntos de cardinalidades
exponencialmente crescentes (EPCEC)). Seja P(S) um esquema de particionamento
que satisfaz a Definição 1, de modo que

n =

⌈
ln

(
max
j∈S

g(j)

)⌉
, B1 = {j ∈ S : g(j) < e1}

e

Bl = {j ∈ S tal que j /∈
l−1⋃
m=1

Bm e g(j) < el}, l = 2, . . . , n.

Perceba que a cardinalidade de Bl aumenta exponencialmente com l. Contudo,
este aumento exponencial na cardinalidade dos subconjuntos é compensado pela
diminuição exponencial na probabilidade estacionária de que g(·) fique fora do sub-
conjunto

⋃l
m=1Bm (veja o Teorema 8). Pela Eq. (6.1), é esperado que o número

de estados de fronteira em Bl também seja limitado em relação à cardinalidade
do subconjunto, em virtude da segunda expressão em (6.1). Isso manterá limitada
a cardinalidade do conjunto de estados de fronteira na cadeia embutida, tornando
viável a solução da formulação embutida na Etapa 6 do Algoritmo 6.

Além disso, de acordo com o Teorema 8, a importância de um subconjunto
Bl para a média de longo prazo diminui exponencialmente em l. Desse modo, à
medida que a cardinalidade do conjunto de estados interiores Il aumenta, pode-
se aplicar uma política aproximada com efeito limitado no desempenho de longo
prazo. Portanto, a Etapa 13 do Algoritmo 6 pode ser aproximada - por exemplo,
via simulação de Monte Carlo de uma política ad-hoc - para grandes l, e otimização
de um problema aproximado apenas para subconjuntos com l reduzido.

A seção seguinte, descreve a aplicação do esquema de particionamento proposto
no mesmo problema de gestão de filas do Capítulo 5.

6.1 Aplicação da abordagem aproximada para o

problema de gestão de filas

Considere o exemplo numérico de gestão de filas do Capítulo 5. Neste problema,
os clientes chegam segundo uma distribuição de Poisson com taxa 1 e são direcio-
nados para atendimento em um dos três servidores disponíveis, cada um com sua
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própria fila. Portanto, a cada chegada de um novo cliente, o decisor deve decidir
para qual fila direcioná-lo.

O tamanho da fila de cada servidor é uma variável inteira no intervalo
{0, . . . , 150}. Isto significa que a quantidade máxima de clientes na fila permi-
tida para cada servidor é 150 e nenhum cliente adicional é aceito quando este nível
é atingido. Portanto, o espaço de estados S é composto de 1513 ≈ 3 · 106 elementos,
cada um correspondendo a uma possível combinação da quantidade de clientes na
fila de cada um dos três servidores.

Assim, considerando que a função de Lyapunov retorna o tamanho da maior fila
de um determinado estado do espaço de estados, temos que:

n =

⌈
ln

(
max
j∈S

g(j)

)⌉
= d ln 150 e = 6

Portanto, o espaço de estados pode ser dividido em 6 (seis) subconjuntos, de
modo que cada subconjunto é dado por:

B1 = {j ∈ S : g(j) < e1} = {j ∈ S : g(j) < 2, 72};
B2 = {j ∈ S : e1 ≤ g(j) < e2} = {j ∈ S : 2, 72 ≤ g(j) < 7, 39};
B3 = {j ∈ S : e2 ≤ g(j) < e3} = {j ∈ S : 7, 39 ≤ g(j) < 20, 09};
B4 = {j ∈ S : e3 ≤ g(j) < e4} = {j ∈ S : 20, 09 ≤ g(j) < 54, 60};
B5 = {j ∈ S : e4 ≤ g(j) < e5} = {j ∈ S : 54, 60 ≤ g(j) < 148, 41};
B6 = {j ∈ S : e5 ≤ g(j) < e6} = {j ∈ S : 148, 41 ≤ g(j) < 403, 43};

(6.2)

Suponha que as taxas de produção de todos os servidores seguem uma distribui-
ção de Exponencial com taxas 0,5 para os servidores 1 e 2, e taxa 1,5 para o servidor
3. Considere também que o custo do estado do sistema é dado por:

f(x) = x1 + 2x2 + 4x3,

em que x1, x2 e x3 correspondem ao tamanho da fila nos servidores 1, 2 e 3, res-
pectivamente. O objetivo é encontrar a política L∗ que minimiza o custo médio e
satisfaça (3.4).

Para resolver este problema, foram utilizados os algoritmos IVR e AT2FD Apro-
ximado. No algoritmo aproximado, um modelo aproximado foi resolvido e sua
solução foi utilizada como uma aproximação para o modelo original. No modelo
aproximado foi realizado um truncamento do espaço de estados a partir do partici-
onamento 6.2 de modo que o Algoritmo 5 iterou apenas nos estados em que todos
os servidores possuem um tamanho de fila igual ou inferior a 55 - isto é, o espaço
de estados foi restrito aos subconjuntos B1 a B4. Em contrapartida, uma política
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ad-hoc foi fixada para todos os demais estados. Portanto, no modelo aproximado,
uma política ad-hoc foi fixada para todos os estados dos subconjuntos B5 e B6 e
para os estados interiores do subconjunto B4; enquanto uma otimização conforme o
Algoritmo 5 foi aplicada nos demais estados. Desse modo, o algoritmo aproximado
varreu um espaço de estados de tamanho 513 ≈ 1 · 105, ao invés de varrer um espaço
de estado de cardinalidade 1513 ≈ 3 · 106 como no algoritmo IVR.

Para executar os experimentos, foi utilizado um notebook com processador Intel
Core i3 com 2.30 GHz, memória RAM de 4 GB, sistema operacional Windows 10
e a linguagem de programação C++ (PRATA, 2001). A tolerância utilizada foi de
0.001, isto é, ε = 0.001 no Passo 5 dos Algoritmos 5 e 6.

6.1.1 Resultados

A Tabela 6.1 mostra o custo médio e o tempo para convergência (em parêntesis)
obtidos ao resolver o problema de gestão de filas para diferentes tempos de chegada.

Tabela 6.1: Resultado computacional
Custo médio (Tempo em seg.)

Algoritmo λ = 1 λ = 1.5 λ = 2.0

IVR 3,00022
(2.038 s)

5,81106
(2.512 s)

12,6144
(6.211 s)

AT2FD Aproximado 3.00023
(199 s)

5,81106
(410 s)

12,6143
(1.697 s)

Conforme podemos avaliar na Tabela 6.1, a abordagem aproximada resultou
num custo médio aproximado bem próximo ao custo médio ótimo, calculado pelo
Iteração de Valor Relativo, o que demonstra a qualidade da solução encontrada
pelo algoritmo novo aqui proposto. É evidente, contudo, que a qualidade da solução
aproximada irá variar com o nível de truncamento realizado. A Tabela 6.2, mostra os
resultados obtidos ao simular a trajetória do processo de Markov original de acordo
com a política encontrada pelo algoritmo AT2FD Aproximado. Entre parêntesis,
consta o número de vezes que o processo visitou os estados fora do truncamento,
isto é, os estados em que algum servidor possui um tamanho de fila acima de 55.
Em contrapartida, fora dos parêntesis, consta o custo médio obtido pela simulação
da mesma política.

Tabela 6.2: Resultado computacional
Custo médio

(Visitas fora do truncamento )
Algoritmo λ = 1 λ = 1.5 λ = 2.0

Simulação 3,00344
(0)

5,79566
(0)

12,5572
(0)

Como é possível notar na Tabela 6.2, na simulação realizada, o processo de
Markov não visitou nenhuma vez os estados fora da região de truncamento. Este
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fato corrobora o Teorema 8 ao demonstrar que os estados dos subconjuntos mais
distantes possuem um impacto muito pequeno para o custo médio de longo prazo.
Por isso, o custo médio encontrado pelo algoritmo AT2FD Aproximado é muito
próximo ao custo médio ótimo.

Adicionalmente, perceba que o algoritmo AT2FD Aproximado é baseado na cons-
trução de um modelo aproximado gerado por um truncamento do espaço de estados
a partir do particionamento 6.2, sendo a região de truncamento definida à priori.
Tudo isso demonstra a capacidade do Algoritmo AT2FD Aproximado em resolver
problemas de alta dimensionalidade. É claro que a qualidade da solução irá depen-
der da região de truncamento do espaço de estados, bem como das taxas de chegada
e partida, que, neste exemplo, geram as probabilidades de transição do processo de
Markov.

Desse modo, para problemas com 3 servidores, truncar o espaço de estados em
55 não teve impacto na qualidade da solução além de ter resolvido o algoritmo em
poucos segundos quando comparado ao IVR. Para problemas maiores, com mais
variáveis (e.g. servidores), talvez, seja necessário um truncamento ainda maior para
tornar a solução viável computacionalmente ou até mesmo para resolver o problema
em um tempo computacional menor. O problema é que este truncamento maior pode
resultar numa solução aproximada mais distante da solução exata a depender das
taxas taxas de chegada e partida neste exemplo. Portanto, ao resolver um problema
de decisão de Markov com o algoritmo AT2FD Aproximado é preciso ponderar a
qualidade da solução desejada com o tempo e a viabilidade computacional para
definir a região de truncamento que será empregada.
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Capítulo 7

Conclusões

Este trabalho propôs e combinou um novo esquema de particionamento à abor-
dagem Agregação Temporal para derivar uma classe de algoritmos eficientes para
processos de decisão de Markov sob o critério de custo médio. O novo esquema de
particionamento induz propriedades topológicas desejáveis dentro de cada subcon-
junto da partição. Isso permite avaliar as trajetórias semi-regenerativas agregadas
no tempo, concentrando-se em um único subconjunto de cada vez, e assim limi-
tando o esforço computacional. Também permite etapas de melhoria de política de
forma distribuída que focam em um único subconjunto por vez, o que contribui para
acelerar a convergência. O novo esquema de particionamento também permite uma
Agregação Temporal em duas fases ao gerar um subconjunto F onde o processo semi-
Markov embutido evolui. Esse subconjunto compreende os estados que podem ser
acessados por diferentes subconjuntos na partição, permitindo assim uma pesquisa
local dentro dos estados a partir dos quais as informações se espalham pelo espaço
de estado. Em contrapartida, a Agregação Temporal Duas Fases clássica particiona
o espaço de estados arbitrariamente, contando fortemente com o conhecimento do
domínio do problema por parte do tomador de decisão.

Assim, combinado com a agregação temporal, o esquema de particionamento
proposto dá origem a uma classe de algoritmos que convergem para a política ótima
e que podem encontrar a solução ótima de maneira significativamente mais rápida
em comparação com os algoritmos clássicos e com a Agregação Temporal Duas Fa-
ses. Adicionalmente, utilizando o esquema de particionamento proposto, esta Tese
também desenvolveu um novo algoritmo aproximado para resolver problemas de
alta dimensionalidade com menor tempo computacional. Os experimentos demons-
traram o potencial da abordagem proposta, sugerindo caminhos potenciais para
trabalhos futuros. Isso inclui extensões para MDPs com critério de custo ou re-
torno descontado, bem como a exploração de novas estratégias de busca dentro dos
subconjuntos de partição. Pode-se também explorar diferentes alternativas para as
funções de Lyapunov que auxiliam o particionamento, ou fazer uso de avanços re-

72



centes em aprendizado por reforço e programação dinâmica aproximada nos passos
de melhoria de política em estados interiores.

Por último, esta Tese de Doutorado apresentou ainda um conjunto de mapas
conceituais que introduz ao leitor um panorama do estado da arte em processos de
decisão de Markov.
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Apêndice A

A escolha dos subconjuntos da
partição

Este apêndice apresenta um resultado fundamental que embasa o método de
particionamento proposto no Capítulo 6. Sumariamente, os resultados de FOSTER
(1953) e CIUCU et al. (2019) são utilizados para provar que, pelo método de par-
ticionamento proposto no Capítulo 6, a importância de um subconjunto Bl para a
média de longo prazo diminui exponencialmente em l de modo que é possível apli-
car uma política aproximada para os estados dos subconjuntos mais distantes com
efeito limitado no desempenho de longo prazo. O resultado mais importante deste
apêndice é o Teorema 8. Contudo, inicialmente, será discutido as implicações do
teorema de Foster.

Assuma que para qualquer política viável L ∈ L, exista uma função Foster-
Lyapunov g : S → Z+, em que Z+ é o conjunto de números inteiros não negativos,
tal que: ∑

j∈S

pLijg(j) <∞, i ∈ S1∑
j∈S

pLijg(j) ≤ g(i)− ε, i /∈ S1,

max
i∈S1

g(i) < min
j /∈S1

g(j),

(A.1)

para um conjunto finito S1 ⊂ S e escalar ε > 0.
De acordo com o teorema de Foster, esta é uma condição suficiente para garantir

que a cadeia de Markov é ergódica sob todas as políticas viáveis, conforme assumido
no Capítulo 3.1, mesmo com o espaço de estado de cardinalidade infinita.

Agora, vamos definir uma sequência de tempos de parada τ0 = 0 e τk = min{t >
τk−1 : Xt ∈ Sc1}, k = 1, 2, . . ., em que Sc1 = S \ S1 é o complemento do subconjunto
S1. A cadeia de Markov embutida Yk , Xτk , k ≥ 0 representa as trajetórias do
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processo controlado Xt, t ≥ 0 em Sc1. Vamos definir também:

β̄ , max
j∈Sc1

EL [max ( g(Xt)− g(Xt+1) ) |Xt = j] ,

Adicionalmente, seja β uma variável aleatória tal que:

P (β = c) =


β̄

dβ̄e
, if c = dβ̄e,

1− β̄

dβ̄e
, if c = 0.

É possível perceber que E(β) = β̄, em que β pode assumir apenas um dos seguintes
valores: c ou 0. Agora, é possível representar o aumento acumulado na função
Lyapunov g : S → Z+ dentro do conjunto Sc1 pelo processo:

Zt+1 = max{0, Zt + at − β}, Z0 = 0, (A.2)

em que
at , r(Yt) = β + ( g(X1)− g(X0) ) |X0 = Yt,

é uma variável aleatória inteira modelada pelo processo Yt, t ≥ 0. É possível perceber
também que o processo Zt, t ≥ 0 é estável se E(at) < E(β), ∀t ≥ 0.

O seguinte resultado é uma consequência direta das definições anteriores. Segue-
se de (CIUCU et al., 2019, Section 6.2 and Theorem 3) que:

lim
t→∞

P (Zt > σ) ≤Me−θσ, (A.3)

para 0 < M <∞ e θ > 0. O valor de θ depende da intensidade do drift do processo
Zt, t ≥ 0, que por definição é igual ao drift em Sc1 na Eq. (A.1). O resultado mais
importante da seção é o Teorema 8 seguinte:

Teorema 8. Considere que g : S → Z+ satisfaz a condição de estabilidade de Foster
em (A.1) e D = {j ∈ Sc1 : ∃i ∈ S1 tal que pLij > 0} representa os estados em Sc1 que
podem se diretamente acessados de S1. Assuma que o processo de Markov controlado
Xt, t ≥ 0 é operado pela política π ∈ Π. Assim:

lim
t→∞

P ( g(Xt) > ḡ + σ ) ≤Me−θσ, ḡ = max
j∈D

g(j). (A.4)

Demonstração. Eq. (A.4) deriva diretamente de (A.3), visto que ḡ é o maior valor
possível de g(Yt) no início da trajetória em Sc1, quando Zt = 0 ,uma vez que Zt, t ≥ 0

representa o incremento cumulativo do processo Yt, t ≥ 0 em F c
1 , e considerando que

a trajetória tenha começado em g(Yt) ≤ ḡ.
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